译 者 的 话 


受 普 特 再 促进 学 术 奖 金 基金 会 赞助 并 由 美国 数学 协会 主办 
的 威廉 : 罗 书 尔 : 普 特 南 数学 竞赛 (The Wiliiam Lowell Putnam 
Mathematical Competition)， 其 试题 出 名 家 组 成 的 命题 乘员 会 
制订 ， 极 富 独 创 性 ， 为 国际 数学 界 所 瞩目 。1979 年 以 来 ， 我 们 
陆续 将 散 载 于 历年 ¢ 美 国 数学 月 刊 >(The American Mathemat- 
ical Monthly) 的 试题 及 解答 收集 摘 译 , 后 又 托 周 叔 子 同 志 从 美 
国 寄 回 月 刊 上 没有 发 表 的 前 十 多 届 人 解答 等 材料 ,重新 汇 译 成 册 ， 
为 读者 提供 了 一 本 长 达 四 十 一 下 的 国际 著名 的 数 等 兹 赛 的 先头 
资料 (个 别 题 未 作 解 答 )。 

普 特 南 数学 竞赛 始 于 1938 年 ， 每 年 举行 一 次 ， 有 来 自 美国 
和 加 拿 大 数 百 所 高 等 院 校 的 数 和 于 名 学 生 及 数 百 个 大 学 代表 队 参 
加 ， 每 队 三 人 。 旁 赛 进行 一 天 ， 分 上 上、 下午 两 试 ,每 次 三 小 时 。 
竞赛 设 有 团体 奖 与 个 人 奖 ， 授 予 奖金 。 团 体 奖 五 名 ， 琢 彰 若 十 
名 ; 个 人 一 等 奖 五 和 名， 二 等 奖 五 名 ， 玫 彰 若 于 名 , 均 在 4 美国 数 
学 月 刊 ? 上 公布 ,以 资 鼓励 。 人 参加 代表 队 的 学 生 仍 计 个 人 成 绩 ， 
可 兼 得 个 人 奖 。 

普 特 南 试题 讲究 技巧 ， 重 视 基 础 与 应 用 ， 对 理工 科大 学 生 
学 习 高 等 数学 .准备 研究 生 考 试 极 有 参考 价值 .其 中 部 分 试题 现 
已 属 中 学 范围 ,可 供 中 学 生 练 习 。 至 于 大 ,中 学 教师 从 事 教 材 编 
写 ， 例 证 选 讲 ， 考 试 命题 及 教学 法 研究 而 钻研 此 书 ， 也 能 得 到 
有 益 的 局 示 。 

本 书 翻译 所 据 原本 ， 前 二 十 五 届 系 美国 数学 协会 1980 年 出 
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版 的 第 一 个 单行 本 (车 者 A.M ,Greasoon, 及. 下 .Greenwood ， 工 ， 

M .Kelly 均 为 知名 数学 家 ) , 后 面 各 届 取 材 于 4 美国 数学 月 刊 ; 各 

期 。 刘 寄 宏 承 译 第 5 一 8，11，38 一 41 遇 ， 许 康 承 译 第 12 一 18， 

26 一 28，31 届 ， 吴 茂 贵 承 译 第 19 一 25，29 一 30，32 一 33 届 ， 魏 

力 仁 承 译 第 1 一 4，9 一 10，34 一 37 届 。 限 于 译 者 水 平 ,错误 之 处 

盼 读者 指正 。 
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上 午 试 题 


A-1。 有 一 个 立体 ,两 后 位 于 水 平面 z=h/2 与 z= ~ 有 2 内 ， 
包 图 它 的 侧面 是 曲面 , 它 的 每 一 个 水 平 截 面 的 面积 为 
GZ 二 CGI12 十 GZ 二 QI 
(特殊 情形 系数 可 以 为 零 )。 证 明 ， 它 的 体积 为 
V=(1/6)M(B, +B,+ 4M). 
这 里 B, 与 8, 是 底 的 面积 ，M 是 正中 间 的 水 平 截面 的 面积 。 在 
46o=0 时 ， 这 个 公式 包含 锥 与 球 的 体积 公式 。 

A-~2。 有 一 个 浮标 由 三 部 分 组 成 ， 一 个 圆 简 与 两 个 相等 的 
圆锥 。 其 中 每 一 个 圆锥 的 高 等 于 贺 简 的 高 , 问 当 表面 积 一 定时 ， 
什么 样 的 形状 会 有 最 大 的 体积 ? 

A-3。 如 果 一 个 质点 在 平面 内 运动 ， 它 的 能 标 z 与 y 可 以 表 
示 为 时 间 1 的 函数 ，7X=1? 一 1,y=+*+t， 证明 曲线 在 上 =0 处 有 
一 个 拐点 ， 并 且 质 点 运动 的 速度 在 # = 0 处 有 一 个 极 大 值 ， 

全 -4。 伐 木工 砍 一 棵 树 ， 树干 是 回 柱 形 ， 粗 细 均 匀 。 它 完 
砍 出 一 道 Y 形 槽 ， 槽 的 两 边 是 平面 ， 两 面 的 交 线 是 通过 圆柱 的 
轴 的 一 条 水 平 线 ， 其 二 面 角 为 6， 如 果 给 定 2, 证 明 平 分 9 的 平面 
是 水 平面 时 ， 所 砍 去 的 材料 的 体积 最 小 ， 


A-5。 求 下 列 极限 的 值 ，(D lim 2 


(ii) lim zf 9 + sin2t )!’idt, 
于 一 人 
向 


A-6。 一 个 游泳 者 站 在 正方 的 游泳 池 的 一 角 ， 希望 达到 对 
角 线 方 辐 的 对 面 一 角 ，。 设 w 是 步行 速度 ，s 是 游泳 速度 (sw)， 
求 他 达到 目的 地 所 需 时 间 最 短 的 路 径 。( 考 虑 两 种 情形 ，(i) 
Ww/s< ww 了，(ii) w/s> ww 了)， 

A-7。(i) 证 明 一 个 薄 的 均 习 的 球 壳 对 一 个 在 球 外 的 点 产 
生 的 引力 ， 相 当 于 这 个 球 壳 的 质量 全 部 集中 于 它 的 中 心 时 所 产 
生 的 引力 。 

(ii) 确定 在 曲面 z=xy 上 的 所 有 直线 ， 并 将 结果 图 示 。 


下 午 试题 


B-1。(i) 设 A; 是 行列 式 
G1 4 Gis 91 
Em Gs1 G22 (2s 024 
Gs! (ds2 (ss 03s4 
Gl G42 O43 444 
a 的 余子 式 ，D 是 在 d 中 对 应 地 用 ;代替 ais 所 得 的 行列 式 ， 证 
明 D=d5. 

(ii) 设 P(y) =Ay” +By+C 是 y 的 一 个 二 次 多 项 式 , 设 二 次 
方程 PC(y) ~ y= 0 的 根 是 4 与 5Ca 志 5b) ,证 明 a 与 6 是 双 二 次 方程 
P[LP(y)]~y=0 的 根 。 据 此 ， 写 出 一 个 二 次 方程 , 使 得 它 的 根 c 
与 4d 是 上 述 双 二 次 方程 的 另外 两 根 ,并 应 用 以 上 绪 采 解 下面 的 双 
二 次 方程 

(y* ~3Y+2) -3( ~ 3Y+2)+2~Yy=0, 

B-2， 求 方程 yy'' ~ 2Cy')*=0 通过 点 x=1 y=1 的 所 有 的 

解 。 
B-3。 有 一 个 直径 3 时 水 平 放置 的 圆 盘 ,正在 按 每 分 钟 四 周 


* 人 


旋转 。 离 圆 上 益 较 远 但 在 同一 平面 上 有 一 个 点 在 发 光 。 一 个 昆虫 
放 在 加 盘 的 边 上 高 光源 最 远 处 ， 头 对 光源 。 这 时 它 立 即 尺 起 搁 
每 秒 1 时 爬行 ,而 且 总 是 头 对 着 光源 。 试 建立 运动 的 微分 方程 ， 
并 求 出 昆虫 再 次 达到 圆 盘 的 边 上 的 点 。 

B-4。 已 知 抛物 线 y” = 2mz, 试 从 它 的 那些 与 曲线 的 法 线 重 
会 的 所 有 苞 中 ， 求 一 条 长 度 最 得 的 弦 。 

8B-5。 从 等 轴 双 曲线 的 中 心身 曲线 的 各 条 切线 作 垂 线 ,求生 
足 的 胃 迹 。 用 极 坐 标 写 出 轨迹 的 方程 ， 并 作 草 图 。 

B-6， 求 平面 A7+ By+ Cz+ 1=0 与 椭 球 
之 间 的 最 短 忠 离 
( 仿 h=1/v AiT+Bi+Ci m=vVaiA?+0:Bi+ciC?: ), 试用 代 
数 式 表示 并 讨论 平面 在 椭 球 外 面 的 条 件 。 


解答 
GPS 


V= | dz = 2 
得 出 。 而 两 底 的 面积 与 M 的 面积 由 


aoh’ 上 ah*: a,h 


+ ash 


B, = 二 一 -十 Ca、 
1 9 3 
hs ah’ a,h 
Bb = 
? 8 4 2 
M= a， 


得 出 、 代 入 公式 (1/6)h(B,+B,+4M), 得 


+ 


+ah=V, 


关于 锥 和 球 的 情形 ， 对 于 锥 ， 将 顶点 放 在 平面 z=h/2 上 ， 
后 放 在 平面 z= ~h/2 上 。 则 坐标 轴 z 处 水 平 截面 面积 为 
A=(B/h’*)(z ~— (hn/2))’, 
这 里 B 是 底 的 面积 。 因 为 4 是 二 次 多 项 式 ， 故 
0 V=(h/6)(B+ 4(B/4) +0)=(1/3)Bh 
是 热 知 的 结果 .。 
对 于 半 色 为 r=h/2， 夹 于 两 平面 z= -hh/2 和 2 =h/2 之 间 的 
球 。 在 z 的 水 平 截面 面积 为 4=T( 六 -2z…)。 式 中 4 是 二 次 多 项 
式 ， 得 
Y= (h/6)(4xr’) = (4/3)nr°, 
在 球 与 锥 的 截面 面积 公式 中 ，2 的 系数 co 等 于 0。 
A-2。 令 7 是 圆 简 的 半径 ，?j 是 它 的 高 ， 已 知 条 件 是 


S=2rp+2(Crv hi+ri )= 常 数 ， (1) 
浮标 的 体积 是 
V=NAr2h+ Coanr:h/3) = 5Nr:h/3. (2) 


问题 是 求 满 足 条 件 (1》 的 V 的 最 大 值 。 它 可 以 用 拉 格 户 日 
乘 数 法 。 但 在 这 里 容易 由 (1)〉 中 解 出 h, 使 得 Y 成 为 T 的 函数 


由 (1) 
(S -2h) = 2nr: (用 +r’), 


得 “一 4075， (3? 
V 的 表达 式 为 
_ oF je_ /m2y4 
V = 155 (S ~— ANX*r’), (4) 


因为 r 与 V 一 定 是 正 的 ， 涉 及 的 范围 为 0<r< 以 S /4 。 


参 Ld 。 ” 
4 下 y 的 。 让 酝 
: ? 


A 


求 导数 并 令 它 等 于 等， 


Pp 各 


dr 12 12S 
其 唯一 临界 信和 是 r。= 以 S:/2077。 因 为 当 /->0 或 省 /~>S?/47? 
时 VY->0， 江 且 在 它们 之 间 是 正 的 , 故 在 临界 值 ",。 处 V 有 最 大 伍 ， 
由 (3》 求 出 对 应 的 值 h。= (2/5)w 5r。。 浮 标的 式样 完全 
由 比值 ho/ro = (2/5) 5 确定 。 
A-3。 因 为 当 t =0 时 ，dz/dt 不 为 零 。 在 t=0 的 邻 域 y 作 为 
z 的 函数 ,有 
dy _ dy dx i 


Ti | 


dr df/ dl 3-1 
因此 dy/dx 在 1=0 处 有 一 个 (局 部 ) 极 大 值 ,所 以 曲线 在 1 二 0 处 有 
一 个 拐 反 。 
速度 的 大 小 Y 如 下 


人 = 全) + ( 针 ) = (3 让 一 D? 二 (4 二 1 


= 6t 2 十 “es 

因此 V 在 # = 0 处 有 一 个 (局 部 ) 极 大 值 。 

A_4，。 假 设 0 和 ,<es<os+6<T/2， 则 角 c: 与 Ci:+8 的 平 
面 之 闻 模 形体 小 于 c* 与 cz + 9 之 间 的 横 , 因 为 作 角 为 4; 一 41 的 一 
个 简单 的 旋转 ， 和 看 出 它 是 后 者 的 一 个 真子 集 . 

现在 考察 任何 一 个 具有 截面 40B 的 角 6 的 非 对 称 横 , 如 果 有 4 
与 B 是 在 通过 0 的 水 平 线 的 同一 侧 ， 则 由 上 面 的 论证 , 没有 最 小 
的 体积 ， 

假设 A 在 水 平 线 下 面 ,B 在 它 的 上 面 , 设 A408B 在 角 69 的 对 称 杭 
SOT 的 下 面 (如 图 )。 它 的 余 棉 A405 与 村 A'OT 是 对 称 的 (如 前 所 
证 )， 它 大 于 视 80T。 因 此 ， 
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杭 A0B= 杭 405+ 模 S0B>> 槐 S0B+ 槐 BOT = 向 SOT， 
故 对 称 杭 最 小 。 


.+0 
.二 + 机 
人 
图 1 
A-5。(i) ”由 党 必 达 法 则 所 求 极限 为 等 。 


2 
lim— = lim < 一 Lim 一 0 ， 


| -十 需 二 的 吉 -9 


Tr 


或 由 ?>0 时 = 马 二 -> 所 
即 0<z2?/e*<6/z。 当 z~>co 时 6/z 趋向 于 零 。 故 所 求 极 限 为 零 。 
(ii) 由 洛 必 达 法 则 

ims C+ sin2t) dt =lim(1+ sin2z)V* ,假定 最 
后 的 极限 存在 ， 令 4(z) = (1+ Sin27) “ 则 。 

logd(z) =[log(1+ Sin2z7)]/z。 
再 用 洛 必 达 法 则 得 

limlogh(72)=2 
由 指数 函数 连续 性 ，lim$(2) 一 e 


{ "i 
”0 1 


we 


故 tim | C+ sin2t) dt er. 
者 一 和 
0 


A-6。 设 正方 池 ABCD。 游 瀛 者 最 初 在 4 处 希望 达到 C。 时 
间 最 少 的 路 线 可 以 用 下 面 的 方式 表达 .游泳 者 从 A 步行 到 E (4B 
壕 上 的 一 点 )， 接着 从 E 游 到 BC 上 的 F， 然 后 从 F 步 行 到 CC。 注意 
取 路 线 AGHC 所 需 时 间 等 于 到 F =C 的 路 线 所 需 的 时 间 。 


图 3 


设 AE=x EF=y FC=z， 则 时 间 T= (7x4+2)/Ww+《(y/s), 设 
和 7x +z 是 不 变 的 ， 则 和 ycose + ysine 也 是 不 变 的 。 当 sina + cosa 
是 最 大 值 时 y 是 最 小 值 。 此 最 大 值 在 4 = 45 "时 达到 。 

所 以 作为 一 个 时 间 最 少 的 路 线 ，z=z 及 =w 2 (1 一 7), 1 
是 池 的 边 长 。 当 0 入 z 肥 5 了 T= (2z/w) + 2 (~z)A 有 最 小 
值 。 

T 是 z 的 线性 函数 ， 它 的 最 大 值 出 现在 区 间 的 疹 点 。 当 z=1 
时 T = 21/*。 当 7z= 7 时 了 工 = 21/w. 

如 果 w21/S< 2271, 则 w/s< 2 或 者 相反 。 因此 ， 当 WA 
<w 2 最 小 路 程 是 唯一 的 . 游泳 者 必须 从 对 角 线 通过 水 池 ,由 从 
到 C. 如 果 w/s>w 2 ， 他 必须 从 4 到 日 到 5C 的 步行 。 最 后 ， 当 
W/S=w 2， 了 不 依赖 xz， 有 无 穷 多 条 最 短路 线 ， 即 4=45” 的 任 
何 路 线 AEFC. 

和 -7。(i) 由 高 斯 定理 ， 如 果 闭 曲面 $ 在 它 的 内 部 包含 质 
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量 M， 并 且 王 是 质量 M 生 成 的 引力 场 ， 则 通过 $S 的 全 流量 
人 F . ndA= 一 4GTM， 


7 是 对 于 S 向 外 的 单位 法 向 量 ，dA 是 曲面 元 ， 
设 S 是 一 个 半径 为 R 的 球 ， 外 面 的 壳 与 它 同心 。 由 对 称 性 在 
S 上 F= -PCR) #， 其 中 F=FCR) 是 常量 。 故 由 


-4GrM= 仆 -FCD ， n ndA= ~ F(R) | | dA 
= 一 4TR2PF(CR)， 
得 FCR) =GM/R*， 作 为 向 量 
= - (GM/R’) 7, 
(ii〉 设 IL 是 通过 (Xoyozo) 的 一 条 直 级 , 它 在 曲面 2= xy 上 、。 
L 的 参数 方程 为 ， 
r=7T+at y=yo +Bt 2=20+Yi, 
这 里 a,8,7 不 全 为 零 . 工 在 已 知 曲面 上 的 充 要 条 件 是 ,对 于 所 有 的 
+Yt= (zo tot)(yo + Bi)=7x0Yy + (oyo + Bro)t +aBt’, 
t: 的 系数 4aB 为 零 ， 故 或 者 9 = 0 或 者 8=0， 
当 g =0 则 Y=Bx,。， 当 B= 0 则 Y= yo。2&,p8， 不 能 同时 为 夫 ， 
否则 Y= 0。 不 妨 设 人 参数 为 1。 工 的 方程 或 者 为 
T=X0, Y=Yo+t, 2=20+Xol, 
或 者 为 X=7Xo+t, Y=yo, 2=20+Yot, 
对 应 的 非 参 数 形式 为 X=X0，2=XY0Vy， 
或 者 y=Yo, 2= yoz。 
反之 ， 这 样 的 直线 都 在 曲面 上 。 
B-1。(i) 设 a 是 元 素 为 a 的 已 给 的 行列 式 的 矩阵 ，8B 是 余 因 
子 A 的 什 阵 ，Y 是 B 的 转 置 ， 则 矩阵 的 积 a? 是 主 对 角 线 等 于 4d 的 
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对 角 和 矩阵 。 于 是 

det(ay)=d:*= (deta)(dety)= (deta) (detB) = dD. 
方程 adD=d (1) 
是 无 关 的 、 未 定 的 16 个 窍 阵 元 素 的 多 项 式 之 间 的 恒 等 关 系 。 这 
样 确定 的 4x 4 矩阵 的 行列 式 不 为 零 ， 所 以 在 多 项 式 环 里 d 不 为 
零 。 多 项 式 环 是 一 个 整 域 ， 由 (1) 得 D=4d， 

(ii) ”因为 4 是 多 项 式 P(y) -y= 0 的 一 个 根 ， 有 P(a)=a. 
则 PEPCa)]=PCa)=a。 所 以 a 是 PLPC(y)] y= 0 的 一 个 根 , 同样 
8 也 是 这 个 双 二 次 方程 的 根 ， 

夸 0()=PLP(C]- 2 求 @ 的 另外 的 零点 , 注意 到 P(y) 一 J 
=Ay:+(B-1y+C=AC(Y-a)(y -0b MA(a+b)=1-B, 
所 以 

QCy)= PLPCY) I -了 (VD +P(Yy)~Y 
= A{P(y) ~a}{P(y) ~b}+ A(Yy~a)(y -Db) 
= A{A(y~-a)Yy-b) +y-al{Ay -a (y-b) 
+ Cy-b)}+A(WY -a YYy-b) 
= A(y— a)(y -b)RYy), 
这 里 RO ={AC(y-b)+1}{A(Yy -0)+1}+1 
~ AP(y) + Ay~ Al(a+b)+2 
= A’y*+A(B+1)y+ AC+B+1., 
根 c 与 d 是 R 的 零点 ， 所 以 c 与 d 为 根 的 所 求 的 二 次 方程 是 
Ay:* + AC(B+ 1)y+ AC+R+1=0., 
特别 是 当 4= 1，B= -3，C=2 与 R(y)=y? ~ 2y 的 情形 .。 
P(y) 一 y 的 零点 是 2+ vw 2 ， 所 以 @ 的 零点 是 2 上 + 2，0 与 2， 
B-.2., 1/ 刀 是 一 个 积分 因子 ， 因为 
d ' 六 1 AN 之 
十 (好 )- YY 2 =0。、 
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所 以 y'/y=C。 从 而 ~1/y=Cx+D 对 于 适当 的 常数 C 与 D 成 立 ， 
为 了 求 通过 (1，1) 的 解 ， 要 求 C+D= ~1， 故 

y= 1/[1l+C(1~7X)]. (1) 
反之 ， 这 种 形式 的 任何 浮 数 满 足 已 知 方程 及 其 初始 条 件 。 车 
C=0， 函数 是 常数 ， 定 义 域 可 取 〔〈- cc，+ cc)。 若 C 关 0， 当 
+ 二 《1+C)/C 时 (1》〉 的 右边 为 无 限 ， 所 以 (1) 的 区 域 要 受 限 制 ， 
当 C 汪 0 时 为 (~ 00，(1+C)/C)， 当 CC 过 0 为 ( (1+C0/C，)， 

B-3。 选 择 直 逢 坐标 系 与 极 坐 标 系 ， 取 圆 盘 的 中 心 为 原点 。 

昆虫 开始 在 (3/2，0)7， 光 源 (- se，0)。 圆 盘 按 反 时 钟 方 向 旋 
转 。 假 设 在 时 间 ! 昆 虫 位 于 (z,y) 即 (Y，0)。 它 的 速度 的 水 平 与 
研 直 方向 的 分 量 分 别 是 

V,=dzx/dt= ~-1- (2nr/15)sind 


= ~ 1- (27x/15)y, (1) 
V, ~=dy/dt = (2Xr/15)c0s0 = (27/15)2, (2) 
对 (1) 微 分 并 用 (2) 代 入 得 
d?z/dt*= — (27X/15)dy/dt = ~ (27/15) :x, (3) 
确定 x 的 微分 方程 


dr/dt* + (27/15)°X= 0, 
它 的 解 为 z= Acos[ (2x/15)t -$1 
由 (1), y= 4sin[(27r/15)f 9] 一 (15/2xX)。 因 此 昆虫 的 运动 是 
沿 着 圆周 
Z2 十 (y+ 3) =A? 
2 元 


的 等 速 圆 周 运动 。 圆 的 中 心 在 (0，- (15/2r) )， 半 径 为 4, 这 
里 4 由 初始 条 件 1= 0，x=3/2，y = 0 算得 A = (37/27) 
+ C15/27) 7, 

这 个 圆周 与 圆 盘 的 边界 交 于 (~ 3/2，0)。 所 以 昆虫 从 这 一 
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所 离开 圆 盘 。 
B-4。 在 抛物 线 上 任何 一 点 有 形 如 (2mt”，2mt) 的 坐标 。 
设 AB 是 抛物 线 在 4 点 的 法 线 改 ， A= (2mt’ ,2mt), B= (2ms’, 
?ms)。4AB 的 斜 府 是 1/(s+ 她 。 在 4 的 切线 的 斜率 为 1/(2 雪 ， 因 
此 + = 一 17(217。48 的 长 于 出 
世 二 4712LKS 一 下) 十 《8 一 二] 
= 4m’*(s—+t)°[(s+ +1):+1] 
给 出 。 用 s= ~t-1/(21) 代入 ， 得 
Itdi? _m? (4t°+1) 
A4t° 4 t” 


tm) 


(1) 
求 使 Z 最 小 的 ! 指 值 、 即 使 


全 一 4 二 . 


最 小 ， 由 导数 等 于 零 得 两 个 临界 点 # = 土 2 /2，。 因 为 当 1>0， 
土 co 有 时 工 一 co。 两 个 临界 点 都 是 最 小 值 。(1》 中 两 条 最 得 的 终 
的 任 一 条 长 为 3 3 |m|. 

B-5。 设 以 坐标 轴 为 浙 近 线 ， 已 给 双 有 曲线 方程 为 zy =a’， 
设 点 人 在 双 曲 线 上 ， 则 克 = 2， 并 且 在 4,k) 处 的 切线 
方程 为 hy + kx- 2hk = 0。 切线 的 x 与 y 的 截 距 分 别 为 24 与 kK。 令 
(r，9) 为 从 原点 到 切线 的 垂 线 的 垂 足 的 极 坐 标 ， 则 2hcos9 =r 
2ksin0=r， 因 此 ，r* = 4PRKsingcosb 即 

r= 20’Sin20 ， C1) 

这 是 所 求 轨迹 的 极 坐 标 方程 。 证 得 每 一 个 垂 足 在 (1) 上 。 

反之 ， 满 足 (1) 的 每 一 个 点 (除开 极点 )， 是 某 个 重 是 ,已 
知 这 样 的 点 P=(r,9)， 它 一 定 或 者 在 第 一 或 者 在 第 三 加 限 内 。 
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方程 
21cos6=y 与 ksing=r 

确定 一 个 在 双 则 线 上 的 后 (h,K)， 并 且 P 蚌 在 Ch,K) 处 的 切线 上 

的 垂 足 ，。 


图 4 
轨迹 是 有 名 的 伯 努 利 双 纽 线 ， 
B-6， 如 果 已 知 平面 与 椭 球 相交 ， 则 最 短 距离 是 零 。 不 交 
则 最 短 矩 离 是 已 知 平面 与 平行 于 已 知 平面 的 椭 球 的 两 个 切 平面 
中 较 近 的 一 个 之 间 的 距离 。 椭 球 在 点 Czo ,yo,z,) 处 的 切 平面 是 
yoy / 
bi 
如 果 这 个 平面 平行 子 Ax+ By+ Cz+1=0， 风 
okA -0 =KB <=kC, 


Zn2 
=1，。 


wn 
一 ~ 十 
人 


a? bb C 
这 里 k 是 常数 ， 因为 
= + yet 十 一 一 =ki[a*A? .+02B? +cC:], 
得 kl=1/m. 
从 原点 到 已 知 平 面 的 距离 是 


2 


1 A2 二 了 2+C2 =h, 
平行 于 已 知 平面 的 切 平面 是 

k(Ar+By+ Cz)=1, 
从 原点 到 任 一 个 平行 切 平面 的 距离 为 

[Kglv A2+B:+C?’ 
因此 ,如 果 m< 过 1， 已 知 平面 离 原 点 比 切 平面 远 ， 它 不 与 椭 球 相 
顺 ， 这 时 椭 球 到 已 知 平 面 的 距离 是 hC1 一 mm)。 好 果 m 宇 1， 已 州 
平面 或 在 两 切 平面 之 间 ， 与 补 球 相 害 ， 或 与 它们 之 一 重合 ， 距 
离 肯 为 零 。 
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上 午 试题 


A-1。 求 从 原点 到 曲线 y? =z 上 一 点 的 绝 长 ， 已 知 这 一 点 
外 的 切线 与 + 轴 成 45° 角 ， 

A-2。 在 曲线 y=x* 上 取 一 点 P, 在 P 处 的 切线 又 再 与 曲线 交 
于 Q。 证 明 在 8 点 曲线 的 斜率 是 在 P 的 斜率 的 四 售 ， 

A-3。 求 三 次 方程 使 它 的 根 是 


rz +art+br+c=0 


的 根 的 立方 。 
A-&。 求 两 条 直线 方程 ， 它 们 每 一 条 都 与 四 条 站 线 
YY 一 TI，V= 0; y=1,2=0; 
.2=1, X=0) X=y= ~ 2。 


全 部 相交 ， 
9 了 。 


A-5。(i) 解答 分 方程 组 
dxjdt=72+y-2, dy/dt= -22+37+1。 
当 1=0， 满 足 条 件 X=y=0， 

《iD 一 个 重 质 操 绢 在 一 条 轻 的 党 48 的 一 上 器 4 上 。 竿 长 a， 
竿 的 B 站 有 缕 链 使 它 能 在 一 个 垂直 平面 上 自由 转动 。 华 在 绞 链 
上 面 坚 志 的 位 置 处 于 平衡 ， 然 后 轻微 的 扰动 它 。 证 笔 从 通过 水 
平 位置 际 到 最 低位 置 的 时 间 是 

V a/glog。 (1+ 2), 

A-6。(i) 半径 为 a 的 圆 在 内 半径 为 3c 的 一 个 园 环 的 内 侧 滚 
动 。 求 在 动 圆 圆周 上 一 所 生成 的 闭 曲 线 所 包含 的 面积 ， 

(ii) 炮弹 击 中 距 地 面 高 度 为 的 正在 飞行 的 飞机 。 已 知 炮 
弹 在 地 面 上 发 射 时 ， 有 初速 Y. 大 炮 位 置 及 其 仰角 都 是 未 知 的 ， 
试 推断 大 炮 位 于 一 圆 内 ， 其 圆心 在 飞机 的 正 下 方 ， 半 径 是 

(V/g)wVi-2gh (忽略 大 气 阻力 )， 

A-7。(i) 求 与 曲线 族 

(y—k’:)*=7*(k*— 7) 
的 所 有 曲线 切 触 的 曲线 。 作 这 水 曲线 及 族 中 两 条 曲线 的 草图 ， 

(ii) 如 果 函 数 1/(1~ ax)(1 bx) 
展开 为 x 的 客 级 数 co CTXT+c,7T?+car?+', 

证 明 通 数 (1+ abx)/(1~ abx)(1~ 4a’7x)(1- D2r) 
可 展开 为 z 的 医 级 数 co +ciz+ caZ 十 C8Z +。 


下 午 试 题 


B-1。 从 晤 链 线 y=ccosh(z/c) 的 顶点 (0,c)， 作 埠 链 线 在 
P 点 的 切线 的 垂 线 工 . 证 明 L 被 两 坐标 轴 所 截 的 长 度 等 于 P 感 的 纵 
坐标 y。 
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B-2。 求 定 积分 
. 3 dx ， ” dz 
®» | ze © |e 
B-3、 已 知 关 级 数 do +a.T+a,7T? 十 
中 的 a,= (n+1)3"。 证 明 存 在 关系 式 
0 十 Daii+dga+ra ss 一 (0。 
这 里 pD，4，r 是 与 hn 无 关 的 常数 。 求 这 些 常数 及 大 级 数 的 和 。 
B-4。 求 抛物 线 方 程 ， 它 切 z 轴 于 点 (1,07,2 办 于 点 (0,2)， 
求 热 物 线 的 轴 与 它 的 顶 氮 的 坐标 ， 
B-s (i)》 证 朋 ， 
[caf Ge)dr= [of ~ {fCD + + fa))} 
这 里 a 大 于 1，[xj 咯 示 不 超过 x 的 最 大 整数 。 并 求 出 
| E23f' (eds 


与 上 式 相 当 的 表达 式 。 

(ii) 一 个 质点 在 直线 上 上 运动， 仅 有 与 速度 成 反比 的 力作 用 
于 其 上 。 如 果 初 速 为 每 秒 1,000 跑 ， 当 它 经 过 1,200 咀 后 ， 速 度 
为 每 秒 900 呢 。 试 计算 运行 这 段 上 距 离 的 时 间 , 误差 不 超过 用 分 之 
一 秒 . 

B-6。(i) 设 (7?) 在 0o 志 x? 三 b 上 有 定义 ， 并 且 连 续 , 可 微 ， 
证 明 在 se<z<p 上 有 

f(2) -fla)y f(b)- fC) 


rT—a b—a _1yy 
2 


这 里 6 是 a 与 5 之 间 的 某 数 。 
(ii) 两 条 均匀 的 竺 子 ， 每 条 的 质量 为 m， 长 度 为 24， 相 互 
平行 ， 相 距 为 6， 并 且 其 中 心 联 线 与 它们 垂直 , 试 计算 相互 吸引 
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力 。 并 考虑 0 为 零 的 情形 .。 
B-7。(i) 设 


证 明 ww? v3 二 W 一 3WUW= 1, 
(ii) 设 中 心 锥 
(az + by’*)+ 2(pr + 9y)+c=0, 
(ax?: +0y’) + 2AM PXI+ qy) + hc=0, 
和 是 已 知 正 的 常数 。 证 明 . 如 果 从 原点 到 第 一 个 锥 的 所 有 射线 有 段 
按 和 比 1 改变 ， 新 的 射线 段 的 问 点 生成 第 二 个 锥 ， 
设 P 点 坐标 为 
DN 
a 1+%? b 1+A 
证 明 ， 如 果 从 了 到 第 一 个 锥 的 所 有 射线 段 按 和 比 1 呈 反 疝 改变 ， 
新 的 射线 段 的 端点 生成 第 二 个 锥 。 注 意 %=1 的 情形 ， 
解答 
A-1。 在 第 一 象限 的 弧 用 方程 =2z” 表示 ， 它 的 斜率 是 
(3/2)z1 3 。 点 Plzo ,Vo) 处 切线 成 45" 角 ， 有 关系 〈3/2)zo 
=1。 得 zx,=4/9， Re 


4/9 | 3 
97 
| Vi 十 dr 7 (+ 十 一 -一 


8 vv 了 
39 (2Y 2 1)。 


水 一 


4/9 


A-2。 设 P 的 坐标 为 (Zo,y,)， 在 P 处 斜率 为 356， 在 ?处 的 
切线 方程 是 
Y= 370(T~ Xo)+ Xo., 
切线 与 原来 的 曲线 的 交点 有 关系 
2 一 323(X2 一 20) 十 Ta， 
即 〈z 一 zo)2(z+ 270)=0。 因 此 第 二 个 交点 是 ( -270 ,一 870)， 
在 这 个 点 的 斜率 是 12x3， 它 四 倍 于 在 Pf 处 的 斜率 。 得 证 .。 
当 x。= 0， 切 线 不 与 曲线 再 相交 。 然 而 ， 在 这 情形 中 ,切线 
不 是 与 曲线 如 通常 所 说 的 交 于 二 重点 。 而 是 交 于 三 下 所。 故 有 
理由 说 这 切线 与 这 曲线 “再 " 交 相 交 于 (0,0)， 
A-3。 设 给 出 前 三 次 方程 的 根 是 zx;，z:，zs:。 则 所 求 方程 
的 模 是 Xz1，X3，Xs。 上 出 
r+ari+brirc= Ct~T) rT- 72,)(7~ 7 ), 
得 zi+zzs+Zza 一 一 0 TIT tT Ts + TT =0, 
ZIX22X3 一 一 C。 
设 所 求 方程 为 ， : 
x +Ar?+Br+iC=(r~ 2)(T~ 73) (rT~ rT) = 0, 
则 出 《(Z1 +X + T=TI+T +T 
+ 3CT + rs + TTIT + TT +t TX) 3XLToTs, 
得 A= ~ (x+7rs+7X)=a -300+3c。 又 由 
(Ziza 十 ZaXs + Tr) 
= XT +Zizes+Z3z + 300C~ 3C° 
得 B=zizs+zaxs+zsza-=pbs~3cbc+3cs。 最 后 有 C= 
~2zZizizs。 所 求 三 次 方程 为 
xs 二 (ds3~- 30D+3c)z2+(pD3s 一 3apc+3c2)7+C3 一 0。 
A-4。 设 所 求 直 线 工 与 已 知 的 四 条 直线 分 别 交 于 所 4、8、 
C、D。 则 有 某 些 数 4、b、c、d 使 得 A=(1,0,4)，B= (6b,1,0;， 
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C= (0,c,1D)，D= (6d,6d, -~ d)。 它 们 共 线 的 条 件 是 向 量 
B-A=(-1 1, -ao C-A=(-1, c， 1-a) 
D—-A=(6d-1, 6d, -~-d~- a) 

成 比例 .由 前 面 两 个 的 比 得 c=1/(1~-5)= (a- 1)/a。，(1) 

由 一 、 三 两 个 的 比 得 6d = (1- 6qd)/(1~ 6)=(atd)/a, 

(1) 代 入 得 
6d=(1-6d) l= 0t° 


去 分 母 6ad=atd, a+6d-1-6ad=a+d., 
相 加 得 4d=a+1。 故 
6a(a+1)=24ad=4(aG+d)=54+ 1, 
二 次 方程 6a(a + 1) = 54+1 有 根 4=1/3，-~ 1/2。 其 他 来 知县 对 
应 的 值 为 ，6=3/2，2/3。 c= ~2，3。d= 1/3，1/8, 各 直线 的 
方 癌 向 量 ( 与 B~ 4，C 一 4 ,及 D- 4 成 比例 ) 在 这 两 种 情形 分 别 
为 (3,6, ~ 2)(- 2,6,3)。 得 两 直线 的 参数 表示 
Li s—>(1,0,1/3) + s(3,6,— 2) 
L,, t—>(1,0,—1/2)+t(-— 2,6,3)., 
当 5 二 0，1/6， 一 1/3，1/3。 t=0，1/6，1/2，1/8。 它 们 依次 
交 已 知 四 直线 。 LI 与 ;的 非 参 数 形 式 分别 为 
y=2(7~1)=1~32 与 y=3(1~7)=2z2+1, 
A-s。(iD 由 线 狂 微分 方程 的 一 般 存 在 定理 , 知 所 给 方程 组 
有 汪 足 初始 条 件 的 唯一 解 ， 并 且 这 个 解 是 无 穷 可 微 的 。 
y=dr/dt ~ 7X+ 3, (1) 
dy/dt =d’*x/dt* ~ dx/dt., (2) 
从 原来 的 第 二 个 方程 中 消去 y 得 
d’zx/dt’~dzx/dt= -27+ 3(dr/dit~ x+ 3)+ 1, (3) 
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从 而 qd2z/dis-~ 4dzx/dt + 57 = 10。 (4) 
方程 有 明显 的 特 解 x= 2 与 通 解 

T= et!(Acost + Bsint) + 2, 

(5) 

常数 A 与 B 能 由 初始 条 件 X= 0 与 
dzx/dt = - 3 算出 (从 已 知 条 件 及 
原来 的 第 一 个 方程 ;。 当 {=0 
得 4= - 2，3= +1. 因 此 ， 


r=€'(— 2c0Sf + Sint) + 2, 


“ \ 
mogcosg 4、 2 mosind 


(6) 、| ， 
由 (1) 得 =e- =- costi+ 3s1int) mg 
+ 1。 (7) 图 5 


容易 验证 方程 (6) 及 (7) 为 已 知 方程 组 的 解 。 
(ii) 设 m 是 质点 的 质量 。 在 时 间 i 千 与 竖 直 线 交 角 为 0。 重 
力 mg 分 解 为 两 个 分 量 ，mgcos96 沿 竿 作用 ,mgsin9 作 用 方向 与 竿 
垂直 ,前 者 被 竿 的 张力 (压缩 力 ) 所 平衡 ， 后 者 使 质 反 没 半 各 
a 的 图 周作 加 速 运动 。 由 牛顿 第 三 定律 有 mgsin9= mad*9/dt"， 
两 边 乘 以 (2/m)?d6/dt 得 
2gsinG d0/dt = 2a(d0/dt)(d*0/dt’), 


积分 后 得 一 29co0s06 +k=a(ld0/dt)"， (1) 

由 初始 条 件 ， 当 1=0 时 6=d0/dt =0， 得 k=29. 

故 有 a(d0/d1)? =2g(1 ~c050) =4g9sin* (0/2)， (2) 

得 d0/dt =2v gfasin(0/2)。 当 0<9<x，d0/dt 是 正 的 ， 押 以 
选择 正 的 平方 根 。 


从 0 二 TX/2 到 9= 7 经 过 的 时 间 为 


rz dt : 1 /a 
| 26 d=| LV Sese(0/2)d 


es 19 » 


=、 < ~ log(csc(0/2) +cot(C9/2)7]7 


= VLlog( 3 + 1), 
9 


A-6。(iD 取 直 角 坐 标 ， 原 点 在 大 图 的 中 心 ,P 点 生成 的 曲 
线 与 大 圆 接触 于 4= (3a,0)。 从 图 上 看 到 ， 当 小 圆 滚动 ， 下 到 
中 心 联 线 与 04 成 角 0 时 ， 王 后 
的 坐标 是 

ZX 一 20coS0 + acos20, 

y= 2a5in6 — asin20, 
这 就 是 P 的 轨迹 的 参数 方程 ， 
则 面积 为 


1 _ 
A= 3 中 人 as ydx) 


2 ox 
-- | {[2c0s0 + cos20J[2c0s0 — 2c0520] 
0 


— [2sin0 ~ Sin20][ ~ 2sinO ~ 2sin20]}ab 
0 em 二 2 
; | (2— 2c0S30)d0 = 27G2 
(ii) 选择 直角 坐标 系 使 y 轴 垂直 于 地 面 ， 大 炮 位 于 原 扩 。 


飞机 坐标 为 (4&,h)，w 之 0。 当 大 炮 在 += 0 时 发 射 ， 炮 弹 初 速 Y， 
仰角 4。 炮弹 在 t 时 的 位 置 是 
1 


T=Vtcosa, y=V tsina— 391 “。 


因为 炮弹 击 中 飞机 ， 对 某 个 上 与 wx 有 


w=Vicosa, h=Visina~ 59! *» 


2 20 ， 


因此 ww 二 [hh+ (1/2)9t?1*=V?t2?， 所 以 (1) 
9 Vt th tu =0. (2) 


为 了 (2) 有 实 根 t， 一 定 〈9%p 一 VD) 之 9 (P +w’), 
因此 9:uw:<<V?(V? 20h)、 必 有 V ?之 29h 与 


u< VV 3 , (3) 


这 就 证 明了 ， 当 飞机 被 击 中 时 大 炮 与 飞机 水 平 距离 不 超过 
(V/g) vy:- 2g9h. 

A-7。(iD 利用 y=x?*( 一 x) 与 y=x (KK 一 2") 的 图 形 
的 辅助 ， 作 出 曲线 族 的 草图 

当 z* = 一 Xx?， 即 当 Xz= + kA 2 ,函数 有 极 大 值 . 因此 则 线 


= 和 (RR ) y=x Rx) (VR) = Rx!) 
图 7 

fr YR)= YK) ~ Tk ~ 2)=0 
的 图 在 (+k/v 3， k*/2) 有 下 水 平 切线 。 在 (+kv 2， 
3k?/2) 有 上 水 平 切线 。 因 为 j 依赖 于 KK ， 仅 需 考 谍 RK 二 0。 当 % 
= 0， 则 线 退 化 到 一 点 ， 所 以 假定 是 正 的 。 显然 曲 线 包含 在 带 
形 -k<z<k 内 .在 (+k,k*) 有 垂直 的 切线 ,这 是 因为 这 里 的 
Of/9y 为 零 而 9f/9r 不 为 零 、 在 (0,k?*)，0f /07x 与 9f /104 都 为 零 。 
故 曲 线 在 此 有 重点 ， 并 且 在 这 个 点 的 曲线 类 修一 对 直线 。 因 为 
路 去 高 次 项 后 得 

s 2 。 


(y—- Kk)* ~ kx’ =0. 
它 的 图 有 形 是 两 条 直线 yk? = 土 kx 合成 的 。 

为 了 求 包 络 方程 ， 从 两 个 方程 

f=(y-k)?~ x(k 2:)=0 
与 -= -4kCy ~k?) 一 2kz2 一 
消去 kK。 由 第 二 个 方程 解 出 xk， 得 k= 0 或 k? =/+(1/2)72。 用 前 
者 代入 原 方程 有 好 = ~z*， 即 原点 。 用 后 者 代入 原 方 程 有 2 
(37 -4 =0， 它 是 直线 z = 0 与 抛物 线 4y= 3Z 的 合成 。 

虽 y 轴 与 每 条 上 曲线 交 于 一 个 二 
重点 ， 但 不 与 任何 基线 相 切 ,所 以 
它 不 是 包 络 的 一 部 分 。 抛 物 线 4y 
= 37? 与 曲线 (7,，y,， kK)=0 在 所 
( 土 (2/vw 5 )K,(3/5)K2) 处 相 切 ， 
设 将 对 应 于 K = 0 前 一 点 曲线" 作 
为 相 切 看 竺 ， 则 此 抛物 线 即 为 包 
络 ; 或 者 说 除去 原点 的 抛物 线 是 
包 络 。 图 8 

(ii) 首先 求 系数 {c;} 的 显 式 ,利用 部 分 分 式 ， 并 假设 4 二 
pp， 有 


(1—-ar}{1~6x) b-a\1l~-ar 1-6x 


-a ar+b > bnzn) 

0 0 

因此 c， 一 《 0 1)/(b ~ a), 则 有 

~ Znmn yt 2 2 
Do = | ‘3 x" ~ 20b 了 our +6 Zs 2"] 
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= 一 1 -| 

(Cg—-0)Li-ar 1l-abr 工 一 D2x 
1 十 GDx 

(1—-a*x)(1~abr)(1 ~ bx) 


Dm 
mie 


特别 当 a= 6b， 则 
1 1 _~ ， 
(J~ar)(1-67) (1-~ax)’ 和 nr Daw. 


这 时 c， = (n+ 1)a", 对 此 有 


> Co200 = > Cn? + 2n + 1 


天 = 个 n= 人 70 
~ > (n+1) nt 2)G2o8 一 DS n+ 1)a"r 
必 一 向 = 
2 1 1+a’x 
(1—a?x)3 (1~a227)? (1~a:r)’° 
这 是 当 a=5b 时 所 求 的 结果 ， 
B8-1.。 已 知县 链 线 在 感 〈71,ccosh(zx1/c)) 处 的 位 罕 是 sinh 


《XT1/c)。 因 此 直线 L 的 方程 为 
一 了 


7 
并 且 这 条 直线 交 Z 轴 于 (csin(zi/c),0)。 因 此 两 坐标 轴 之 间 工 线 
段 的 长 度 是 vc’sinn? (zx1/c)+c* = ccosj (x1/c)。 它 正 是 P 点 
的 纵 坐 标 ，。 
B-2。(i) 因 为 
3 dz , 中 一 上 dz 
| > (ZX 一 1)43 一 2) im | Vr- D3 


6 一 > 


3 一 dx . . 23 一: 
t+ i+e V1-(r-2)? tO0* i+a 
站 一 > 0 dp 0 


ee 23 。 


(iiji) 这 是 无 限 区 间 的 积分 ， 令 y=x ~1 则 
| dz _ | dz -十 | 二 所 


fferdy 1 y 
| -zarctge + c, 
“ dx 人 dz 
| 一 -一 一 一 一 一 一 
因此 | Ext1 十 刀 3-z Ni 1 EX 二 十 名 3 一 
= lim [afetgeN-1 ~ arctge" ] 
Noo 人 
= | 
E2L2 4 4e2， 
B-3, 所 求 关 系 是 


(n2+1)3"+p(Cn+1)?:+1)3"! +q (n+2): 十 173 
+r(n+3)?+1)3"°=0, 
等 价 了 于 nz2C1+3p+94q+27r)+H6D+369+ 1627) 
+ (1+6p+454+ 2707)=0, (1) 
方程 (1) 对 所 有 的 成 立 ， 当 且 仅 当 
1+3p+ 94+ 27+=0, p+6g+ 27+= 0，, 
1+6p+4549+ 270r=0, 
这 些 线 性 方程 有 解 p= 一 1，49=1/3,， r=1/27。 所 以 
Qs— ani1 + (1/3)ant 2s ~ (1/27)a,rs=0 
令 SCz)=ao+aizfaz 二 +… 那么 
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TS(T) = Gor oT + 二 Qn sTt+ 
pz2SKxr) = paoz +par’ + pasr 二 十 DG 十 9 
grS(7%) = daor +qa r+qar? +qasrt t+ + Gan 1T" + .,., 
IS(7)= rao+rairt+rasr? +raar: +ra,xt 二 十 Fan2" 十 
出 它们 的 和 ， 得 
SC(X)Lx’ + px” +qz+r] 
=《(pao + qa +ra,)7X* + (gao +ra)r+t+rao 
乘 以 -37 得 S(z)[1~ 97+277?~2773]=1~37+ 187’, 


\ 1 一 3X 十 182” 
SCz) = 


由 比值 判别 法 知 ， 级 数 在 |x| 过 1/3 收 化 。 因 此 满足 此 式 的 x 的 
值 使 上 面 推 性 有 效 ， 
B-4。 显 然 所 求 抛物 线 不 通过 原点 。 不 通过 原 氮 的 任何 一 
条 圆锥 曲线 有 方程 
Ar:+BPry+Cy’:+Drx+t Eyt+1=0., 
为 了 它 在 (0,1) 与 Z 轴 相 切 ， 置 yY= 0 且 使 方程 有 z= 1 的 重 根 ， 得 
A=1,， D=2。 又 因为 它 切 y 轴 于 (0,2)， 得 C=1/4,，D= ~ 1。 
又 因 它 是 抛物 线 ， 故 了 = 44C, 因 而 得 出 两 方程 ， 
T+rXy+ (1/4)Yy ~27-y+1=0, (1) 
TTy+t (1l/4Yy -22-yt+1=0, (2) 
因为 (1) 能 写 为 (T+ (1/2)y ~ 1 六 =0。 它 是 一 条 退化 的 贺 锥 曲 
线 ， 通 过 已 知 两 点 的 重合 直线 。 有 也 以 (2) 为 所 求 . 


(2) 乘 以 4 消去 分 母 得 
47Z2 — ATY + Yy* 87- AYy+ 4=0, (2) 
因为 (3) 的 二 次 项 可 以 写成 (27 一 臣 *:。 经 过 正 交 变换 (但 不 保持 
慰 度 )， 


WW=27T~Y UvU=X+2y, 
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逆 恋 换 为 xz= (1/5)(24+TD y= (1/5)(C -ut 2v0) 

(3) 化 为 W”-(12/5w ~ (16/5)v+4=0., (4) 

得 标准 形 (w -6/5)? ~ (16/5)(v -4/5)=0, 

这 是 以 直线 4= 6/5 为 轴 的 抛物 线 , 顶点 的 uv 坐标 (6/5,4/5), 对 

于 原 坐 标 系 此 轴 的 方程 为 2z -y= 6/5, 顶 点 坐标 (16/25,2/25)， 
B-5。( 了 第 一 部 分 有 


| cf ce) dr= | 1 (ndet+ | 3.7CoDdz+ ... 
1 1 2 
+| ‘Lajf' Cx)dz 
[2&] 


=f/C2) -fC61) +25fC63) -f/f62)j+ 
+ [ajLfCa) 一 cj] 
—[Lajf(a)— {f(D+/(62) + 
+ fC([Lad)}, 
第 二 部 分 有 
[es Cnds= | 1p C8)de+ | 1 2°f’ Cdz+ “oe 


+ | 21]f (x)dx 


(fC 2)--A1))+2(0A3)- 2D)D+. 
+ [a?JCfCa) -fC fa:] ))。 
=[as1fCa) ~ {f OD + 20+ .+f Lo’1))}. 
(ii) 运动 的 微分 方程 是 md?zx/dt? = - kdzx/dt。 边 界 条 位 
是 z=0 dzr/dt=1000， 当 f=0; X=1200, dzx/dt = 900, 当 t= 
T.。 TT 是 所 求 时 间 . 
仿 b=k/m， 则 d?zx/dt*= (~-b)dz/dt。 嗓 
dxr/dt = ~ bz+c, (1) 


@ I6 »。 


由 边界 条 件 得 1000= c，900= ~ 12000+ ec. 即 5=1/12。 由 这 些 
值 与 (1)， 得 


1200 71} 1200 dr 10 
T=| =| 5 IOg———. 
0 dz 0 1000 ~ (x/12) 12 8 9” 


即 了 = -121og(9/107。 利 用 log(1 ~ 7x) 的 级 数 展 开 
_] rr iri lr 1.4,., 
Og (1 ~ ZX) T+ 二 本 二 本 十 ，,。 
取 X=1/10， 有 


1 1 1 9 _ 1 1 
-log 二 一 一 + 
10 1 0 0 0 10 +300 


:让 让 | 
下 界 为 .1+ .005+ .0003= .1053， 上 界 为 .1+ .005+1/2700<< 
.1054。 放 1.2636 过 一 12logC(9/10) 二 1.2648。T 洁 1.26 秒 ,误差 
不 差 过 下 分 之 一 秘 ， 
B-6。(i) 设 / 在 [a,6] 上 连续 ， 并 且 在 (4,0) 上 每 一 点 有 
二 阶 导数 。 对 于 c<z<2 的 一 个 国定 的 zx， 置 
1t) ft2 + 1 
f(x) x* 7 1 C1) 
fla) a: a 1 
z fb) pp bb 1 
则 g(a) = g(x) =g(b)=0。 由 中 值 定理 有 数 4 与 8， 使 得 a<a<x 
<h<b，g'(a) =g97(8) = 0， 再 用 一 次 中 值 定 理 ， 有 5 使 得 wa<<< 
<p g’(E)=0。 结合 (1) 再 按 第 一 行 展 开 得 所 求 
Le)= [f(7)~ f(a)1/ (rma)—l[ (a) — {0)I/ (Ca -0) . 
2 XT—b 
《ii) 首先 求 质点 P 与 一 条 均匀 的 笔 子 之 间 的 吸 引力 。 设 
。 27A 。 


9(1)= 


质点 P 的 质量 上 4， 位 于 点 比 , 59)， 均 匀 午 子 质量 m。 沿 z 轴 亚 于 
《0,0) 到 (0,2c) 处 ， 

考察 竿 子 上 一 短线 外 $， 它 的 中 心 8= (Xx,0)， 长 度 为 Azx. 
令 x,8,6 是 如 图 所 标记 的 角度 。5 的 质量 为 mAz/2ca。 如 果 S 的 质 
量 集中 于 @，S 与 P 之 间 的 吸引 力 是 


i 
Gu Are 
90 bicosec:0 * 


它 的 重 直 分 量 是 


G 。 1 ing 
FP 20 ATT acoso 0 “ 


这 里 C 是 引力 常数 ， 因 此 了 与 竿 子 之 间 总 吸引 力 的 垂直 分 量 为 


Ax 《人 0) ‘(20,0) : 
图 9 
现在 x% 与 9 有 关系 Xx+ bcos9=h。 如 果 将 积分 变量 换 为 9, 有 


《coOS ~ CO0S 有 ) 


_ Gum (?., _ Gum 
f= 00 jo d09 = ab 


Sm ( 及 一 20 ) 
2ab 7 Ch-2a) 7 +b/" 
现在 考察 两 平行 的 乱 子 。 第 二 条 放 在 从 (0,6) 到 (20,8) 处 。 
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可 将 上 面 这 条 笔 子 长 度 为 如 的 短线 段 作为 一 个 有 质量 mAh/2a 
的 质 把 。 人 


p= a h—o2od ) 
， 人 Vhiro 200 十 D5 
= LV RTor ~V Om +6 1:°, 


Gm? -~ 
= pV ha + b2 -0b), 


有 显然 由 对 称 性 ， 全 部 的 力 沿 着 中 心 联 线 作 用 ， 于 是 这 个 力 
即 垂 直 分 力 。 
B-7。 (j 令 = exp(2zi/3) 是 单位 立方 根 ， 则 1+ 入 + 和 ?=0， 
故 
Wtvu tw + UW= H+ Wt Av + A W) 
ss 【《 信 十 大 2 十 和 W)7 
一 (exXpxyJKCexbAxz)CexDA2x) 
= £Xp0=1, 
(ii) 设 两 个 锥 C 与 D 分 别 为 
C,， (axr:+by’:)+2(pr+qy)+c=0, 
D, (ar:+by’)+2M\pXT + 9y) + c=0, 
假设 点 (zo,yo) 在 C 上 ， 并 且 它 变换 到 (Xx; ,y1)， 这 里 (xX,,y1) 
二 《Azo ,和 yo)。 则 在 方程 D 中 用 (x1,yi;) 代 入 ， 得 
ar + by? + 2A(px1 + qy1)+ he 
=N[Cart + by + 2Cpxo + qyo) + cI1=0., | 
因为 (x,,yo) 是 在 C 上 ， 所 以 (x1,y1) 在 D 上 。 反 之 亦 然 [这 时 需 
要 除 以 和 ?， 用 上 面 假设 和 ^ 寺 0], 
在 第 二 个 变换 下 ， 点 (ze yo) 恋 成 成 (zzyVya)， 


p 2 CD 2A _ 2p 
-Xe oa 1+X a 1+A -zt+ 
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则 当 (x。 ,Vo ) 在 C 上 ,有 
072 十 01 二 2XCDzs + qy2) + NAc 


=》| ari+4pzo+ -oe -+ b+4gyo+ A -2(pr。 


+ -22 +qy, + 2 ) re 
一 入 [ar + by? +2(px, + qyo )+ Cc]=0, 
因此 (zx;,y;) 在 D 上 。 如 前 同样 证 明 (x,,y;) 在 D 上 ， 则 (人 《ze ,yo) 
在 C 上 。 
如 果 和 = 1， 两 个 锥 相同 。 这 个 锥 对 于 (-B/a, -9/o) 基 中 
心 对 称 。 方 程 为 


a(z+ 二 ) +b(y+ 了 :+ +c7= 0. 


在 这 种 情形 ， 第 一 个 变换 是 恒 等 变换 而 第 二 个 变换 是 关于 雏 的 
中 心 变换 。 


第 三 届 (1940 年 3 月 2 日 ) 


上 午 试题 
A-1。 证 明 ， 如 果 f(x) 是 具有 整 系数 的 多 项 式 ， 并 且 检 在 
(z) 没 有 整 根 ， 
A-2。 设 4 与 3 是 在 连续 旦 有 连续 导数 的 曲线 V= /14z) 上 的 


@ #0 。 


两 个 固定 扎 。 设 弧 4B 对 于 纺 483 是 四 的。 如果 P 是 弧 4B 上 的 一 
个 尽 ， 使 得 AP+PB 最 大 。 求 证 PA 与 PB 与 曲线 y= f(x) 在 P 点 
的 切线 有 相同 的 交角 ， 

A-3。 求 1/(7)， 当 送 当选 择 积分 常数 时 ， 使 得 


|rrez)]dz= | Feaa 
A-4。 抛 物 线 y” = ~ 4pz 沿 着 抛物 线 y2: = 4pz 作 不 带 滑动 的 


液 动 ， 求 滚动 着 的 抛物 线 顶 扩 的 轨迹 方程 . 
A-5。 证 明 ， 有 四 条 直线 上 与 六 个 椭圆 上 的 点 满足 联 立 方 


程 
TT -Y=2:~21, 
县 没 有 另外 的 所 满足 它 ， 

A-6。 了 (7) 是 n 次 多 项 式 ， 使 得 f(x) 的 一 个 罕 次 能 被 它 的 
导数 (x) 的 一 个 短 次 所 除 尽 ， 即 [f(x)]? 被 [f/x)]! 除 尽 , Pp， 
4 是 正 整 数 。 求 证 ，f(7) 被 1 (72) 除 尽 并 且 f/(7) 有 一 个 n 重 的 单 
根 。 

A-7。 如 果 K3 TU + 与 01 +v3+… 是 收敛 的 实 常数 级 
数 。 证 明 (wy ~01)? + (4 ~v2)? + 下 是 收敛 的 ，P 是 宇 2 的 整 
数 。 

A-8。 有 一 个 以 直线 
4IZ+DBI+LCI=0 A.rT+B.ytC,=0, Ar+By+C,=0, 
为 边界 的 三 角形 。 证 明 它 的 面积 (不 计较 符号 ) 是 ， 

A B, Ci 
4， pb, C, | 
As Bs Csl/ 


4， ;| 办 | 由 B, 
A, B, A,! B, A, B,J) 
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下 午 试题 


B-1。 有 一 颗 子 弹 用 初速 oo 与 水 平 线 成 角 w 射 出 。 除 重力 外 
没有 其 他 的 力作 用 于 其 下， 求 始点 起 直到 它 落 在 水 平面 上 所 经 
路径 之 长 ， 并 证 朋 当 sinalog(seca+t tga)=1 
时 ， 弹 道 最 长 。 

B-2。 在 半径 为 R 的 圆柱 体 上 ， 尔 上 一 个 半径 为 FrCr 委 RD) 的 
圆柱 形 的 孔 ， 两 轴 成 直角 ， 

《i) 证 明 小 圆柱 大 上 大 圆柱 的 表面 的 面积 为 


1 1~vU? 
SA .dd 
”7 | ri " 
这 里 m=7/R， 
(ii》 如果 


| dv 
5 
D 1 一 乙 ” 
证 朋 S= 8[LK*E~-(R?—r*)K], 
B-3。 从 简 卡 几乎 面 内 任 一 点 (a,5)， 证 明 
(i) 能 对 抛物 线 儿 = 4pz 作 三 条 实 的 或 虚 的 法 线 ， (ii) 如 
果 4(2p- 0)2+ 27802<0， 这 些 法 线 是 实 的 并 且 互 不 相同 ;(ijiiy 
如 果 (Ca,6) 在 曲线 27py? = 4(x 一 2p)* 上 ， 则 它们 中 的 两 个 重合 ; 
(iv) 仅 当 (o,2) 是 点 (2,0)， 三 个 全 重合 。 
8B-4。 证 明 与 曲面 
ar?+ by:+cz:=1 Cabc0) (1) 
相 切 的 三 个 互相 算 直 的 平面 的 交 扣 在 球面 
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T+y +2=(1/a) + (1/0) + (1/c) (2) 
上 。 
B-s， 设 4,0,c 是 
T+ar:+br+c=0 
的 根 ， 试 确定 所 有 这 样 的 有 理 值 4 ,65,c， 
B-6。 证 明 
ai+k GaGa, dalQs 2 Qa, 


GO20; 05+k dds :1 Qa.0, 


QO O02 GQs +** Qa2+k 


被 kr : 除 尽 ， 并 求 其 他 因子 ， 
B-7。 比 较 ( n)T 与 (v n+1)*7 的 大 小 ,这 里 n>8， 


解答 


A-1。 假 设 f 有 一 个 整数 根 r， 风 f(x)= (xr)g (7x)。 这 里 
9(7) 也 是 整 系数 多 项 式 。 存 在 整数 Pp 与 9 使 得 r= P+kq，1< P< 
K。 而 

f(p)= (Pp~r)g9(p)= 一 Kq9CD) 
因此 jp)7 被 k 除 斥 ， 与 假设 和 矛盾。 命题 得 证 ， 

A-2。 本 题 是 下 面 引 理 的 推论 。 

引 理 ， 殷 设 S 是 平面 的 子 集 ，.4 与 B 是 zx 上 的 两 点 ， 已 是 S 的 一 个 点 ， 使 得 4P 
+ 已 B> .4X+XB， 对 所 有 在 S 上 的 天 成 立 , 则 通过 已 垂直 于 /4P 的 角 平 分 线 的 
直线 + 是 5 的 支撑 线 ( 即 ?是 包含 在 以 ! 为 边 的 闭 半 平面 内 )。 并 且 如 果 忆 不 在 线段 4O 上 ， 


证 明 假设 P 不 在 线段 4B 上 ， 则 A 与 B 是 在 直线 t 的 同一 边 , 令 B' 是 昌 B 对 + 的 及 


射 点 ， 则 上 4, PP,B' 闪 线 。 
令 思 是 在 包 食品" 的 开 半 平面 内 的 任 一 点 ， 则 QB> QB8’ ,并 且 有 


9 了 3 ® 


一 -一 ,. rr ee 


AQ+ QB>AQ+ QB' 守 AB’= AP+ PB’= AP+PB. 于 是 QS， 如果 踢 
是 ti 上 除外 的 另 一 点 ， 有 
AQ+QB= AQ+OQB’>AB’= AP+ PB, 
也 有 QQ 千 3。 记 以 除开 忆 点 本 身 外 ，S 在 另 一 个 开 半 平面 内 。 
如 果 己 是 在 线段 4 也 上， 显然 3 在 4 中 上， 并 县 因此 同时 在 以 t 为 迪 的 桓 个 闲 的 
半 平 面 内 。 
应 用 这 个 结果 于 本 问题 ,知道 PA 与 PB 与 可 微 曲 线 y= f(x) 
的 弧 AB 的 支撑 线 有 相同 的 交角 。 但 是 ， 当 可 微 的 弧 除 在 一 端 
外 有 在 Pf 点 CP 不 是 4 也 不 是 8) 的 支撑 线 。 则 这 条 线 就 是 在 点 
的 切线 。 详 细 说 来 ， 如 有 果 支 撑 线 方程 为 y=mzx+b( 不 能 是 竖 直 
线 ), 有 上 且 P =(x。 ,yo) 则 可 微 方程 
g(r7)=f(7) -mzr-b 
在 zx。 处 或 者 有 最 大 值 或 者 有 最 小 值 ， 所 以 9'《xo)=0。 因 此 
f(z,)=m, 即 曲线 的 切线 是 y= mx + 2， 


A_3， 假 设 实 连续 函数 /定义 在 所 考虑 的 区 间 上 。 置 g(z) 
= [f(zydz 与 h(x)= |/(z)dz. 问 题 是 求 定义 在 区 间 上 C :类 函数 


所 有 的 配对 9 与 P 使 得 
9(Z) =hCr)", (1) 
g9'(2)=h/(C7)" (2) 
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如 果 n=1, 显然 任何 连续 函数 与 对 应 函数 9 与 都 是 问题 的 
解 。 现 在 设 n 夺 1， 由 (1)， 微 分 之 ， 得 


g(x)=nh(7r)" hr), (3) 
由 此 得 hx)"=nh(7)" 1h’ (xr), (4) 

hx) ! =nh(r)"™!, (5) 

h(x7) = Ah(7). (6) 
其 中 4A4=n'“"…'，。 因 此 对 某 个 常数 C 有 

h(xz) 一 ce 人 (7) 
最 后 得 f(x)=h/(z) = cAes, (8) 


现在 回 过 头 来 检查 上 面 的 论述 。 因 为 从 (4) 到 (5) 要 有 /zx) 
0。 暂时 限制 在 开 集 L 上 ,hh 与 h/ 都 不 为 零 。 关 于 指数 的 意义 还 
得 讨论 几 种 情形 ， 

情形 1。 假 设 n 不 能 表示 为 两 个 整数 的 商 n=P/9， 这 里 4 是 
奇数 。 即 ”或 者 是 无 理 数 或 者 是 有 偶数 分 母 的 有 理 数 。 在 这 种 
情形 ， 如 果 b5 二 0，2" 没 有 意义 。 因 此 有 与 /一 定 是 正 的 , 并 且 当 
n<0 (4) 显 然 不 可 能 。 所 以 一 定 有 n>0。 其 解 必 附 有 积分 常数 
c 一 定 是 正 的 这 个 条 件 ， 

情形 2。n=p/4q 这 里 p 与 9 是 整数 , g 是 奇数 , 则 b*= (gw 8 )? 
对 于 正 的 与 负 的 5 均 有 定义 。 由 C1)，(2) 得 出 方程 (3)，(4) 与 
(5)。 为 了 得 出 (6)， 再 分 情形 讨论 ， 

情形 24。P 是 奇数 。 则 nn 一 1= (Pp 一 9)/4q 有 偶数 的 分 子 , 所 以 
h(x)"! 与 h(x)"! 是 正 的 。 并 且 由 (5) 得 n>>0。 因 为 我 们 已 排 
除 n 一 1=0 的 可 能 性 ， 即 可 推 得 (6)， 除 开 可 由 代 换 


h(x)= ~ Ah(z) (C67) 
而 导出 h(x)= ce (7/) 
f(x)= 一 Ce (8) 


在 (7) 与 (7 候 中 c 可 以 是 负 的 ， 仪 需 c 二 0。 
® 3 @ 


情形 2b ?是 偶数 则 hz) 一 :与 jz) 1 分 别 与 zz) 及 jz) 
同 符 号 ， 所 以 可 以 或 者 都 是 正 的 或 者 都 是 负 的 《在 题 中 对 ?与 
h/ 的 假设 下 它 不 能 是 零 )。 则 公式 的 解 正确 ，rn' "有 定义 ， 
常数 e 可 以 成 为 正 或 为 负 ， : 

现在 检查 对 于 h 与 h’ 的 假设 。 如 果 定 义 在 区 间 J 上 的 一 个 解 
h， 使 得 或 者 h 或 者 h/ 在 7 的 某 点 上 为 零 ， 但 不 在 整个 J 上 如 此 ， 
则 将 在 7 的 开 子 区 间 1，h 与 h' 均 不 为 零 ， 但 在 I 的 一 个 端点 处 或 
者 h 或 者 h/ 为 零 。 在 I 上 h 和 /已 证 明知 为 指数 函数 〈 一 直 假定 
n 太 1)， 并 且 这 个 函数 在 1 的 端点 不 以 零 为 极限 。 因 此 不 能 有 这 
样 的 解 ， 并 且 不 包含 在 上 面 的 那些 解 中 的 唯 有 在 区 间 便 等 于 零 
的 解 。 显 然 当 nn 二 0 时 这 些 函 数 是 解 。 

注意 到 当 n=0， 因 为 在 (1) 和 (2) 中 ，g(x)=1，g’(7X)=1， 
永远 不 会 有 解 。 

总 之 ， 所 求全 部 的 解 如 下 ， 当 4= 1， 任 何 连 续 函 数 / 是 解 。 
当 ?8 >>0，P 拓 1， 由 (8) 得 的 解 以 c 关 0。 并且 ， 当 下 = 了 DB/qg，94 是 奇 
数 ， 常 数 c 可 以 取 负 值 。 而 当 p 也 是 奇数 ,可 得 以 c 为 任何 数 的 附 
加 解 (8/)。 当 mn= 0 没有 解 。 当 ?2<0， 除 非 &= /9，p 是 偶数 而 9 
是 奇数 ， 在 此 情形 下 ，(8) 为 对 cs0 的 一 解 ， 否 则 无 解 。 

人 A- 人 4。 如 果 滚 动 的 抛物 线 与 国定 的 抛物 线 相 切 于 CQ， 显然 
由 于 对 称 性 滚动 的 抛物 线 的 顶点 V 是 关于 在 8 点 的 切线 的 原 所 
的 〈 固 定 抛物 线 的 顶点 ) 反射 。 

在 草图 内 ， 上 默认 p>>0, 假设 Q 是 点 (4pt”，4pPt) [在 固定 抛 
物 线 上 的 任何 一 点 对 于 某 个 t 有 这 样 的 形式 ]， 在 8 所 的 切线 的 
斜率 是 1/(21) 并 且 切 线 方程 是 

y= (1/2t)7 + 2pt., 
通过 原点 在 这 条 直线 上 的 对 线 ， 有 方程 
yy/ 一 217。 
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两 线 交 于 (二 4 三 3P1 ). 


1 二 4f2” 1 二 4 


万 以 顶 操 Y 在 
(一 8 16p1* ) 
1+4t?” 1+4t°/° 


得 点 V 轨 迹 的 参数 方程 za 

-一 8pf y=_l6pt® F 四 ” 
1+4t*° 1+4t*° ’ 

因为 ~21=y/x ( 当 xX 夺 0)， 消 去 1 得 图 11 


~ -2p(Yy/2)° 
1+(Cy/7x)* ” 


即 (xX: + Yr+2pYy’ = 0., (1) 
它 是 满足 轨迹 的 所 有 的 点 (包括 (0,0)) 的 方程 . 
反之， 满足 (1) 的 任何 其 他 的 一 点 (z,V) 除 原 扎 外 导出 的 值 
(二 y/27) 是 在 轨迹 上 。 所 以 (1) 为 所 求 的 胃 迹 . 
A-5。 令 LIL 表 示 已 给 方程 的 轨迹 。 一 个 挟 在 L 上 当 仅 当 它 的 


x 


举 标 (T,y,z) 满 足 
(2? + Yy* -1)(7" ~Y )=0, | (1) 
(y+2:~1)(y* -2°)=0, (2) 
(22 + 72? —1)(2* ~7°)=0, (3) 
轨迹 A,B,C,D 定 义 如 下 “ 
r+y*-1=0 y*~2*~1=0 
Dz = 0, {a = (0, 


c 人 D za 二 2 


rz:-y* =0, 
A 是 一 个 直 圆 柱 与 两 个 平面 2=y 与 z= ~y 的 并 的 交 。 因 此 
A 是 两 个 桶 加 的 并 ， 同样 8 与 C 也 各 是 两 椭 加 的 并 。 此 外 DD 是 
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四 条 直线 的 并 ， 即 
==2, 区 二 由 二 一 2 T= -Y=2, T= -Y= 2, 
事实 上 ，4 与 D 的 任何 公共 点 也 在 Dt， 故 A 与 B 是 不 同 的 梯 圆 ， 
对 于 B 与 C 以 及 对 于 C 与 4 有 相似 的 结论 。 因 此 ，AUBUCUD 
构成 6 个 (不同 的 ) 椭圆， 四条 不 同 直 线 的 并 ， 
现在 证 明 L=AUBUCUD。 如果 (z,y,z)EA4 则 显然 (x,y， 
z) 满 足 (1)(2) 与 (3)， 后 者 是 由 于 
22+Xi—1l= (r+y: -1)+(2:~—y’)=0, 
所 以 4SL, 同 理 BSL,CGL, 立 即 得 DSL, 故 AUBUCUDEL 
现在 考虑 不 在 D 上 的 工 的 点 (2,y,z)。 所 以 假设 x? 站 y"， 
2Z 六 2 。 因 为 p 满 足 (1) 与 (3) 有 
z+yi~1=0, x2*+2*~1=0, 
故 y?:=z*， 于 是 DEA。 对 其 他 不 等 式 的 情形 , 用 同样 的 论证 导 
出 PEB 或 PEC。 因 此 LSAUBUCUD,。 的 确 L=AUBUCUD 
是 四 条 直线 与 六 个 椭圆 的 并 。 
A-6。 令 f 的 因 式 分 解 为 
f=apips'*D +t。 
这 里 2 是 纯 量 ，7j ,P;，… ,Ps 是 不 同 的 不 可 约 首 1 多项式， 并 且 
e1,E2，"… ,6 是 正 整数 。 利 用 对 于 乘积 的 微分 规则 


f= BD epeepi tipli tp tp e pi 
因为 p;!~! 除 尽 和 的 每 一 项 而 P; 除 尽 除 一 项 外 的 所 有 的 项 ， 显 
然 

f=p1" pi 1 pi ! .9, (1) 
这 里 g 是 不 被 任何 Pi 除 尽 的 多 项 式 。 因 为 1 的 某 次 短 能 被 六 的 某 
次 告 除 尽 ，g 的 任何 不 可 约 因子 除 尽 /的 菜 次 寄 。 由 多 项 式 的 因 
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式 分 解 唯 一 性 定理 这 是 不 可 能 的 。 所 以 9 没有 不 可 约 因 子 ， 故 
9 的 次 数 为 0， (2) 
现在 f 的 次 数 4= > ，_,eidi， 这 里 d; 是 Pp; 的 次 数 。 由 (1) 与 


/ 1 
(2)，f /的 次 数 是 hn 一 1= 之 ,Cei— 1)di， 相 减 得 1= Px 


因为 那些 qd 是 整数 ， 所 以 K=1，ad:=1， 因 此 
f=aps=api. 
其 中 p: 是 线性 多 项 式 。 因 此 /有 n 重 根 ， 并 且 确 能 被 1/ =naep"™ 
A-7。 令 4=13 +LE 十 … 与 =D3+U 二 
因为 (Wit+ Ui) 2 二 (一 Di 一 20 二 20 
对 于 任何 整数 hn， 有 
S (0) :<2 S ut+2 5 v1<2A+2B, 


i= 1 


因为 所 有 的 项 非 负 ， 因 此 >， 1_,CUi 一 vi)? 是 收敛 的 。 因此 这 些 
项 以 零 为 极限 。 即 有 一 整数 K 使 得 对 所 有 的 if>>K ,Cu -viD)2<1。 
如 果 p 是 一 个 整数 ， 并 且 了 >2， 则 | 坟 --vils<(u -po02， 对 所 
有 的 整数 i>k 成 立 。 故 级 数 本 ”Cu; 一 oj? 绝对 收 伍 ， 所 以 收 
伍 。 

A-8。 令 工 是 方程 为 Aiz+ Biy+Ci=0 的 直线 。(zi ,9gi 是 三 
角形 的 与 一 相对 的 顶点 。 设 


| A, B,C,| | zx) zs Ys | 
M= | A: B, C, | ， X= | y: ys ys | 
[A, Bs C,| L111J 


则 三 角形 面积 是 (1/2) |detX|. 
因为 已 (7z4, 妇 1) 在 边 L/ 上 而 i**j, 得 
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[aq，0 0 了 
MX= | 0 ds 0 | (1) 
/ L090 0 ds 
这 里 对 角 线 上 的 元 是 待定 的 。 
”如 果 我 们 用 克 莱 姆 法 解 方 程 组 


因此 d=detM / 


A, B, 隔 | 
同 理 ds=detM / A ds=detM / A |: 
所 以 由 (1) 
加 CdetM)? 
(detM) (detX)= A B, A。 B, A, B, 昌 
4 B,| |4 B,| |4，B， 
现在 detM 半 0， 由 已 知 直线 构成 的 三 角形 的 面积 为 
1 (detM): 
2 ldeiX|=+ A。B， 4 B:| |A, | 
A, Bs| IA, B,| |4, 8B, 


B-1。 运 动 的 微分 方程 (用 xz 表示 水 平 坐标 ，y 表 示 坚 直 华 
标 ， 取 初始 点 为 原 反 ) 
9 A0 9 


di’z df 
dm 39 


9 是 重力 加 速度 。 利 用 初始 条 件 解 得 


2 一 DotfcOSw y=votsina ~ gt 


射程 持续 从 1 = 0 到 t= 了 T= (2vosing)/g。 弹 道 的 长 谋 为 
SCa) = | as -91)* + (vocosa)dt, 
0 


置 W=vosine ~ gt 与 4 二 vocosa 得 
~ 


SC 一 一 一 | vw:+iuidw 


sing 


_2 yasin "i rnrdw,. 
J 


注意 到 4 依赖 于 2， 将 上 式 对 a 微 分 得 


9 -~ 9 fiine wdw dw 
S/ a 一 二 ww/ 2 01 2 2 Dv cosSw 十 人 


2v2C0S0 ， 人 dw 
= (1 sina -一 一 一 -一 一 
9 ( 0 rT ) 


2 / . 
= (1—-sinoflog(w+ vv w+wu: Jo  ") 
_ _2v0COSG 


(1 ~ Sinw log(seca + tga)). 


现在 sing 从 0 增加 到 1，a 同 时 由 0 变 到 zx/2， 并 且 log(sece + tga) 
从 0 增加 到 + 吕 。 这 时 cose 除 4=x/2 外 是 正 的 . 因此 
singlog (seca + tga) =1 有 了 唯一 的 值 w=aoE(0:r12)。 并 上 且 当 
0<a<a,，S'(o)>0 当 cu<e<z/2,S'(a)<0。 因 为 显然 在 
[0,r/2] 上 是 连续 函数 ， 在 区 间 上 as 处 有 唯一 的 最 大 值 。 即 


“e441is 


a=d。 时 弹道 最 长 。 计 算得 近似 值 4。= 56"28/。 
B-2. 作 草 图 ， 


令 两 个 圆柱 曲面 是 z + 2 =R’ 与 ”+y*=7?, 这 里 rR 图 中 
阴影 标记 的 面积 是 在 一 个 封 限 内 所 求 的 面积 的 部 分 。 这 个 曲面 


的 方程 是 
z 一 wRz -22 。 


故 面积 为 S= ||Y 1+ (名) + (0 ) dydz, 
这 里 重 积分 的 区 域 是 


T+Yy Er x>0 y>0, 


化 为 二 次 积分 


Mri 
S= :| (一 

+ /Tir 
mr 8 本 3 dz, 


a dl 


= -dy)dz 


令 ZA=2，7/R=1， 结 采 简 化 为 


:全 1~v? 
S= 8r ,7 
得 (i)。 
为 了 得 (ii2?， 记 Fr2《1 一 v2)= 民 CT 一 了 202) 一 (有 天 )， 代 
入 得 
1 Ri(1—- m2?v? 
一 中, 一 i 7 
1 (及 2 一 r2) 
-| a 
一 3LR°E 一 《及 2 -rr:K]1, 
B-3。 抛 物 线 在 点 (z,2) 的 斜率 为 2p/y， 因 此 联结 〈a,2) 与 
《z,Vy) 的 直线 是 抛物 线 在 (z,y) 的 法 线 ， 当 且 仅 当 
(y~b)=(-Yy/2p 7- a)= (~ Yy/2PL(Y /14pD) ~ 9] 
(y= 0 的 情形 也 包含 在 这 个 方程 内 )。 由 此 得 到 (1) 
y+ 4p(2p~ a)y ~ 8p20=0。 
如 果 计 算 重 根 ， 这 三 次 方程 有 三 个 根 ， 可 以 是 实 的 或 复 的 。 因 
为 y 的 〈( 实 的 或 复 的 ) 值 与 在 抛物 线 上 〈 实 的 或 虚 的 ) 的 后 一 
一 对 应 ， 问 题 的 部 分 (iD 已 作出 。 
实 三 次 方程 ya+ Ay+B=0, 当 且 仅 当 A=27B? + 44 <0 根 
全 为 实 ; 当 且 仅 当 4= 0 两 根 重合 ; 当 且 仅 当 4 =B= 0 三根 重合 。 
现在 A=4p(2D 一 49)，B= 一 8p:0， 所 以 
A=64p[4(2p— a)* + 27p60?*]。 
由 题 容 易 看 出 应 取 p>0( 如 同 通常 抛物 线 的 标准 形式 )。 在 此 假 
设 下 ，4 的 符号 与 
A =4(2p— 4)+27pb’ 
的 符号 相同 。. ， . 
。 4)» 


因此 (1) 的 根 即 抛物 线 的 点 是 相 异 的 及 实 的 当 且 仅 当 A' 过 
0。 两 条 法 线 重 合 当 和 且 仅 当 4A/=0， 即 (a,6) 在 曲线 27py? = 4(Czx 
~ 2D)s 上 。 最 后 ， 当 且 仅 当 47(2p ~ 4a) =0，8p:6=0, 即 当 且 仅 
当 (a,D) = (2p,0)， 三 条 法 线 重 合 。 
B-4。 首 先 求 平面 
ar+By+Yz=0 (3) 
与 已 知 二 次 曲面 8 
ax:*+by:+cz2’=1 (abc 坟 0) (C1) 
相 切 时 系数 的 条 件 。 
在 点 (zy zi) 处 @ 的 切 平面 方程 为 
arizT+byYy+ cz2=1, C4) 
假设 (3) 与 (4) 是 相同 的 平面 ， 则 0 拓 0， 并 且 
rz1=Q/a0, yi1=B/b0, zi1=7Y/co, (5) 
因为 (z, ,yz1:) 是 @ 上 的 一 氮 ， 一 乍 有 
(S++ )=1, 


因此 全 + 有 + 了 6: C6) 
6 三 0 是 平面 (3) 与 8 相 切 的 必要 条 件 ， 反 之， 当 (6) 成 立 并 且 
cs<0， 则 (5) 确 定 Q 的 一 个 点 PP= (zy zi) 及 点 @ 的 切线 ， 且 
P 的 方程 (4) 与 (3) 等 价 。 所 以 条 件 是 充分 且 必 要 的 ， z 
后 面 将 知 当 (C6) 成 立 而 6 = 0 时 会 出 现 什 么 情况 。 (自然 假设 
a,B,Y 全 非 零 )， 则 平面 (3) 是 @ 的 渐 近 面 。 在 投影 几何 里 ，(6) 
是 (3) 投 影 地 切 于 8 的 充 要 条 件 。 切 点 的 齐 次 坐标 是 Ca/4a, B/%， 
yY/c,0)。 当 0 三 0, 这 是 由 (5) 给 出 的 笛 氏 坐标 的 通常 态 , 当 6 =0， 
这 个 点 在 Q 上 无 穷 远 处 。( 有 齐 次 坐标 〈z,y,z,f) 的 投影 点 在 8 
上 ， 当 且 仅 当 azz + by? + cz?=1?。 这 个 方程 由 的 方程 的 每 一 


ee 


项 乘 以 ! 使 其 次 数 增 至 z 而 得 ) , 渐 近 平面 就 是 “ 切 8 于 无 穷 隐 处 ” 
的 平面 ， 也 可 以 看 作 切 点 趋向 于 无 穷 远 处 的 某 一 操 时 ， 切 平面 
序列 的 极限 ， 
假设 (ap ,Y1)， 《qs ,Bs ,Y2) 与 (as ,Bs,Y,) 是 彼此 正 交 的 
单位 向 量 ， 则 矩阵 四 
[a, pB， Yi | 
xy B, Y: ] (7) 
[as Bs Ys 
是 正 交 的 。 故 它 的 列 也 是 彼此 正 交 的 单位 阿 量 。 因 此 
207= 2Pi= FYi=1, 
设 8 的 一 些 切 平面 以 这 些 向 量 为 法 线 时 这 些 平面 彼 些 疏 
直 ， 方 程 是 | 
Cir +tBytYi2=0;: 1i=1,2,3, (8) 


Oi Pi Yi 6 
这 里 + + 0 


因为 10;| 是 原点 到 第 i 个 平面 的 距离 ， 毕 氏 定 理 证 明 从 原 扣 0 到 
这 些 平面 的 交点 P 的 距离 为 


1,1.1l 
一 
B-5。 根 的 条 件 等 价 于 
qt+b+c= -4, (1) 
ab+bc+cd=b, (2) 
abc= 一 C。 (3) 


当 c 二 0， 则 ab= 60 与 24+6=0， 即 或 者 6=0 a= 0 或 者 G=1 b= 
-2， 恕 果 c 志 0， 则 a6= -~ 1。 如 果 c+b=0 则 (2) 成 为 ob= 5 得 


°° 4 * 


a=1，b= -1，c= ~1， 如 果 a+bs0 则 


PP i 


n 1 1 > 2 .on8 2 _ 41 一 
由 (1)》 2a + 0， 得 .3as+2a: 一 1=10。 


这 个 方程 没有 有 理 根 。 因 为 有 的 话 只 可 能 是 二 1 或 者 土 二 ， 而 


这 些 都 不 是 它 的 根 。 因 此 有 三 个 解 人 党 
a bb 5c 对 应 于 
0 0 0 z=0 
+1-2 0 xX?+7x ~2r=0 
tl1-i -1 Xt+t2~T~-1=(7-1)(7t+1)=0 
B-6。 设 8 为 答 阵 
| az aiG, G10s … Da 
G2G1 0: 4243 *** Qa 
| | Qa ana, aras … 03 | 
B 的 秩 至 多 为 1， 因 为 任何 两 行 (或 两 列 ) 显然 相关 。 所 以 在 3 
的 特征 值 中 有 ~ 1 个 零 。 故 8 的 特征 多 项 式 能 被 z"“ 除 尽 。 因 
此 
det(x1 ~- B= 2 ~ (BA 的 玉 )x"! 
一 Xe (ZX 一 42 一 02 2), 
所 以 det(B+KkIl)=(—1)"det( -ki~B) 
=k" i(k+tat+att'.+0:), 


男 一 因子 就 是 K+ ol+as+"+as。 


B77, n>8 时 
(VR) n+ Di, 


对 于 zx>>0, 考 察 函 数 /(x) = (logz)/z, 它 的 导数 是 (1 ~ 10gx)/z*， 


“ 46 。 
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当 z>e 它 是 负 的 。 
因此 ， 当 e 和 z<l 有 帮 z)> 斤 绥 与 


zy (8 logx )>zg( 一 到 9) 
取 指 数 得 eylogxz~ 人 > Exlogy 
即 当 e<z<y， 有 zy>> 镶 、 当 hn 8， 则 e<w 了 <wfT+T。 
所 以 


(RT RTD™. 


第 四 届 (1941 年 3 月 1 日 》 


上 秆 试题 
A-1， 试 证 明 当 0 之 za 时 ， 多 项 式 
1 


(Ga ~ 7x) ~ 30(a 一 2Z)5 + ar(a 7): 一 30 《2 一 2Z) 


仅 取 负 什 ， 
A-2。 求 
z (tT-1) Cr-t)’ Co D J 
J Sr dt 
的 关于 x 的 n 次 导数 。 


A-3. 半径 为 的 加 在 它 所 在 的 平面 上 沿 z 轴 滚 动 证 明 直 
径 的 包 络 是 一 条 摆 线 。 就 是 同样 沿 z 轴 在 这 个 平面 上 滚动 的 直径 
为 6 的 圆 的 圆周 上 一 辟 画 出 的 摆 线 ， 

A-4， 设 Fz)=Zs+pZ +dr+r=0 
的 根 a,6,c 是 实 的 并且 a 志 6<c。 试 证 当 区 间 (a,c) 分 成 太 个 相 
等 的 部 分 ，//(z) = 0 的 根 将 落 在 以 端点 b 算 起 的 第 四 个 部 分 ,如 
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果 在 问题 中 f(x) = 0 的 根 落 在 第 四 个 部 分 的 某 一 个 端点 上 ， 那 
么 (7X) 将 会 是 什么 形式 ? 

A-5。 证 明 平 行 于 平面 y=z 并且 与 两 个 抛物 线 y= 22， 
2 二 0 及 2z’* 一 37，y 二 0 相交 的 直线 ， 运 动 时 所 生成 的 曲面 为 


r= WY-z)(5 -也 )。 


A-6。 如 果 z 轴 ， 曲 线 y= jz)(CfGz)7>>0)， 直 线 z=0-7=a 
所 包围 的 面积 的 质量 中 心 的 z 坐标 > 是 由 zx = 9(a) 给 定 的 。 证 


明 
好 ‘(x) lds gs) 
1(7)= A- [x gr ”| 
这 里 4 是 正 的 常数 。 
1+a:—-0—c: 2(Cab + ce) 2(Cca -by) 
2(Cab ~ C) 1+0:—-ci~a?* 2(Dc+a) 
2(ca+D) 2Kbc ~ a) 1+c~a*—b? | 


=(1+0*+0*+c’)°. 
Cii) 同 转 半 胃 于 是 由 椭圆 


La 
V1 


+ 


在 第 一 象限 部 分 绕 z 轴 旋转 构成 的 ,证 明 当 且 仅 当 bW 8 >cw 5 
时 ， 用 它 的 顶点 放 在 水 平面 上 ， 这 个 半 椭 球 成 稳定 的 平衡 。 


下 午 试题 


B-1， 有 一 运动 质点 (X,y)， 对 (1,0) 与 (~ 1 人 的 角速度 让 
等 而 符号 相反 。 证 明 
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yr + + dr=7r(r TD ~ 1)dy., 
并 且 验 证 这 是 通过 (1,0) 与 (~ 1,0) 且 以 原点 为 中 心 的 等 办 〈 直 
角 ) 双 曲 线 族 的 微分 方程 。 
B-2。 计 算 下 面 的 极限 


; 1 1 ] 
li = A i 
lim( st rt + Ei) 


。 1 1 
lim 一 一 = 十 一 bh er 
im VRT + ET) 

。 1 1 1 
iim 一 一 一 一 一 -一 十 一 一 一 一 一 [有 gp 
im Vn + rr) 
B--3。 求 方程 y” + y/'P(XY) YQ(7X)=0 


的 任何 两 个 线性 无 关 的 积分 的 滋 积 z 所 满足 的 微分 方程 。 
B-4。 已 知 椭圆 


2 V 2 
arto™™! 


的 两 条 垂直 的 直径 ， 作 出 与 它们 共 轿 的 两 条 直径 。 证 月 通过 这 
些 直 径 的 端点 的 等 轴 双 上 曲线， 也 通过 椭 剧 的 两 焦 友 。 

B-5。 一 辆 卡车 ， 它 的 车 轮 的 半径 均 为 只， 以 每 秒 o 弧度 
的 角速度 行驶 。 一 个 质点 从 车 轮 中 的 轮胎 脱 册 ， 这 里 假设 
co:>>g， 不 计 空 气 阻力 。 证 上 明 质 点 能 够 达到 的 距 路 面 最 大 高 度 
是 〈ao+ 9o- 1!)*/29. 

B-6。 假 设 /F(z) 在 区 间 〈0，1) 连续 ， 证 明 


人 全 人 KeyfGop7zydzdedz 


= 于 (| fdi) . 
B-7。(i) 证 骨 函 数 方程 
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f(z+ Dz- = + FY) -1 
(x?，y 蚌 实数 ) 的 任何 解 f(1) 有 
f(t)= +m’:f(t) (m 之 0 常数 )。 
假设 /1(t) 的 二 次 异 数 存 在 旦 连续 ， 则 f(t1)》 是 函数 二 cosmt， 
土 coshmt 中 的 一 个 。 
(ii) 设 有 7n 个 常数 值 b,， b,,.. ,0,, n 个 彼此 不 同 的 常数 
信 41，4:,… ,ar 以 及 由 xz 的 恒等式 
1 ZX 2 oo20 pC7) 


1 a: ad3. 本 b, 


山 
© 


1 Ga, ai…ai 1 b, 
定义 的 一 个 多 项 式 PC(x)。 对 于 一 个 已 知 多 项 式 $(1), 定义 男 一 
个 多 项 式 Q(7)， 它 为 上 面 的 恒等式 中 将 pC7)，651 ,50 ，*…,b, 代 
之 以 Q(z2) ,gb ,906,)，… ,$00,) 所 得 的 x 的 全 等 式 所 确定 。 
证 明 用 (xz~41) (2 一 402)…(7X 一 4,) 除 9C(pCX)) 所 得 余 式 为 
Q(z). 


解答 


A-1。 作 替换 ?=a(1~y)， 则 所 给 多 项 式 化 为 a"y*(y* 
~ 3%8+ (5/2)y? 一 《1/2)), 因 为 a0" 总 是 正 的 ,就 足以 证 明 
gD = -3 + (5/2)Y" ~ (1/2)<0, 
对 于 0<y 二 1。 因 为 
g'(y)=4y ~ 9 + 5Y=YY-— 1 C4y- 5)。 
9 的 临界 点 是 0，1，5/4。 在 相 邻 的 临界 点 之 间 9 是 严格 单 
调 的 。 所 以 ， 因 9(0)=(-1/2)，9(1) =0， 故 对 0<b<1 有 
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(~—-1/2)<g(y)<0. 
A-2。 设 
5 上 
Pr) -| end， 
则 对 于 kk 二 0， Oi CX) = 人 $1(72), 同时 


C 寺 一 1 
n 旧 


fo (ZJ) = | .ea 一 ~ 
所 以 对 于 nj 

(二 ) p(X) = (= 于) $o (XT)=h" lem 
据 上 此， 此 已 给 函数 的 ?次 导数 是 
(于 ) [ee + O72) 二 十 由 -1 (z) | 


一 [MI 十 1 十 二 于 ex 


-| i e™ 当 n 三 1 

Ex n=1 。 

A-3。 设 这 两 个 图 沿 着 z 四 的 上 边 滚动 。 在 时 间 + 上 它们 都 在 
点 (af ，0) 与 轴 相 切 。 令 上 与 9 y 
各 是 两 圆 上 在 滚动 前 与 原 所 接 
触 的 点 ， 而 了 与 三 分 别 为 大 小 
两 圆 的 中 心 。 又 设 王 是 上 在 大 
加 上 的 对 立 反 。 因 为 可 以 兴工 
办 适当 地 选择 原 反 ， 故 可 假定 
PP' 是 问题 中 所 指 的 运动 的 直 
径 。 


当 Q 画 一 条 扫 线 C， 下 面 要 图 13 
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证 三 “总 切 C 于 @。 这 样 PP' 的 包 络 是 C。 
因为 弧 FT= 弧 CT =0OT=at。 对 于 半径 为 4 与 (1/2》a 的 辐 

有 APDT=t，/QET=2t， 因此 在 时 间 t，P 在 (at - asinf， 
G~acost)，P/ 在 (af +asint，a +acost)。 并 且 Q 的 举 标 是 

z=at ~ (a/2)sin2t y= (a/2)~ (4/2)¢0s2t, 
对 于 0 运动 的 参数 方程 即 摆 线 C， 当 + 不 是 工 的 倍数 ， 参 数 化 是 
非 奇 异 的 ， 否 则 为 奇异 的 。( 这 是 因为 4z/dt 与 dy/dt 都 是 零 ). 
对 非 奇 异 的 + 的 反 ，(C 的 切线 有 方向 问 量 〈q ~ dcos21 ,asin21). 
所 以 在 C 上 Q 操 的 切线 以 4 为 参数 的 表示 式 为 

r=at~ (a/2)sin2t + ula ~ acos2t) 

y= (4/2) - Ca/2)c0s21t + WCasin2t), (5) 


CosSf 一 1 coOsSf+ 十 1 
《1) 中 置 w = osint 与 w= sint S 


即 知 P 与 P' 都 在 直线 上 。 妈 对 于 不 是 x 的 信和 数 时 的 9，PP /是 在 
8 处 C 的 切线 

当 t 是 x 的 倍数 ， Q 在 x 轴 上 ， 曲线 C 在 Q 有 一 尖 点 与 屋 直 切 
线 ， 并 县 或 者 P 或 者 P' 在 x 轴 上 。PP /也 与 C 相 切 . 

A-4、 当 且 仅 当 命 是 对 f(z+ 65) 有 效 时 ，、 它 对 f(z) 清 效 。 
于 是 将 所 有 的 根 减 去 5 使 排 在 中 间 前 根 为 替 、。 因 此 ， 不 类 一 般 
性 ， 令 b =0, 考 碟 

fx) = (xa)rr~ c= 一 《+Z)Z2 + acr, 
这 里 a<0 志 ce。 问题 的 第 四 个 子 区 间 会 是 [c/2 2c/3]。 

从 fj/(7)=37" -2Ca+c)z+ac 得 fC(c/2)= ~-(1/4)c’:<0 
与 六 (2c/3) =(~1/3)ac 之 0。 因 为 /的 连续 性 ， 在 Lc/2，2c/3] 
上 有 f(x) = 0 的 一 个 根 ， 

当 且 仅 当 c==0， 根 出 现在 左 端 点 ce/2, 即 两 最 大 的 根 重合 。 
这 时 1(2) = (2 ~ 0)z”。 
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当 且 仅 当 a = 0 或 c=0， 根 电 现 在 右 端 点 2c/3。 若 c= 0 根据 
上 述 ， 区 间 退 化 为 一 点 。 若 c 冯 0 则 4 =0， 两 个 最 小 的 根 重 合 ， 
这 时 f (2) =Xx’(7z-c), 

忌 复 原来 os，2，e 的 意义 ， 回 答 问题 的 第 二 部 份 。f' 在 左 
端点 为 零 ， 当 且 仅 当 /(C2) = (z- ca)(z- 0)2。 在 右 端点 为 堆 ， 
当 且 但 当 f(7)=(x~0)?(z~0) 或 1/(7)=(X~-a)(7x~0)’ 

A-5。 设 直线 交 第 一 个 抛物 线 于 (185;:，4s，0)， 交 第 二 
个 挑 禾 线 于 另 一 个 点 (12t*?，0，b1)。 直 线 与 平面 y =z 平行 的 
条 件 是 直线 的 方 间 问 量 

(1857 ~ 121°, 6$, -61) 

在 那 平面 上 ， 即 6s= - 6!。 因 此 ,两 所 是 (181” ,~ 6t,0) 

与 〈12f2，0，6f)， 这 里 1 二 0。 


这 条 直线 参数 裘 示 为 

(C18t7?, ~6t, 0)+u(6t*, ~61t, -61), (1) 
这 里 4 是 参数 。 故 得 关于 运动 的 直线 生成 的 曲面 为 两 个 参数 表 
示 的 为 程 / 


r=]18t?— 6ui:, y= ~6t~-6ut, 2= — 6tu, 
这 里 1 起 0， 注 意 到 

y—2= -6t (yy/2)~ C2/3)=—t(3+tu),. (2) 
消 参 数 得 z=6t(3t ui) =(y-2)(y/2~2/3), (3) 
这 就 证 明了 ， 平 行 于 平面 y=2z 且 交 两 已 知 抛物 线 于 不 同 的 点 的 
任何 真 线 上 的 任何 点 在 曲面 (3) 代 ， 

及 之 ， 若 (X1217 是 曲面 (3) 上 的 一 个 后 ，J1 六 21。 

能 出 (2) 确 定 参数 1 与 %，。 使 (Zi， 2 zz ) 有 (1) 的 直达 式 。 
然而 平面 y=z 上 的 点 是 特殊 情况 ， 因 为 此 时 已 知 摔 物 线 交 平面 
于 点 (0，0，0)。 所 以 这 平面 上 每 一 点 古 在 一 条 平行 于 (事实 
上 是 包含 于 ) 这 平面 ,并 与 两 抛物 线 相交 的 直线 上 。 把 这 些 直 线 
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考 感 在 内 ， 则 应 将 轨迹 〈3) 与 整个 平面 y= z 的 接连 部 分 补充 进 
去 。 曲 面 (3) 自己 交 平 面 y= 2z 于 一 直线 X=0，y= 2 
A-6。 由 形 心 的 定义 并 限制 为 正 


g(D=| 00Ddt/ | fea, zx0 (1) 
人 SFC) = | fidt, MF = 《1) 成 为 


F(X) gx) -=| fddt. 


微分 得 F/(z)9(z) + F(x)g'(xX) 二 Xf(7X) 二 xXF'(z)。 所 以 F 满足 
线性 微分 方程 


f 
Fi(7x)= F(z), (2) 
因此 FGz)=Ae ”。 (3) 


这 里 4 是 正 的 常数 ， 并 且 


* g(t) > dt 
YoD= |。 dt-| 


o —9(7x) 
~ log(x ~ g(7)), (4) 
A » dt 
于 是 F(x) = Ee 2 ci (5) 
以 《5) 代入 (2) 得 
g(x) » -dt z 
f(A CT t ~ g(t)° (6) 
为 所 求 。 


在 问题 的 条 件 下 对 所 有 的 正 的 z,z>9(z) , 即 分 母 Z-~ 9(z) 
不 能 造成 函数 的 奇异 人 性。 对 于 xz<0 有 g(x?)>z， 故 必须 用 
log(9(z) 一 7 了) 代 换 (4) 中 的 ogCs 90) (6) 成 为 
~ Ag’(x) 
f(T) = rg) cp gn 
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在 这 种 情形 ，(3)》 的 常数 4 一 定 是 负 的 ,再 次 得 所 求 公式 。 
A-7。(i 第 一 行 加 上 第 三 行 乘 久 o， 减 去 第 二 行 溢 


以 < 得 
14+a2+5D2+c2 c(t(l+a:+b:+c) ~b(1+a:+b:+c’) 
2ab -2c l1+b*-c:~a: 2bc+2a 
9ac + 20 2bc — 2a 1tc*~a’:~b’ 
= (1+0*+b*+c:) 
1 1 —b 
9ab 一 2c 1+b*~c:~a: 2Dc+20 
2ac + 20 2pc 一 20 1+Cc2 一 02 一 0 
=(1+4a+0:+c’) 
1 0 0 
9ab—- 2c 1+tb0:+c-~-a:—~2abc 2ab0:+24 
2CC+ 20 -20- 2ac? 1+c~a:+b?: + 2ab6 


=(1+0o:+h?+c:){(l+O0:+c: 一 和) 
~ 4a:bic? + 4a: +1)C0:+1)]=(1+a:+0?+c’:), 

(ii) 令 C 是 半 椭 球体 S 的 重力 中 心 ，V 是 它 的 顶点 ,考察 中 
心 在 C 半 径 为 CY 的 球 。 

假设 VY 附近 的 球面 严格 地 在 S 内 (除去 V 点 ), 则 当 5 放 在 水 平 
面 上 ,V 任 何 微小 的 移动 引起 重心 上 升 。 因 此 S 是 稳定 平衡 的 。 

另 一 方面 ， 假 设 Y 附 近 的 球面 严格 在 $ 外 〈 但 将 Y 除 外 ), 则 
当 S 放 在 水 平面 上 ,V 的 任何 微小 移动 引起 重心 下 降 , 所 以 5 是 不 
稳定 的 。 / 

因此 考察 从 C 到 一 个 在 椭圆 面 上 的 可 变 点 了 的 距离 函数 
f(P) =CP。 如 果 这 个 函数 有 一 个 在 V 的 严格 地 局 部 最 小 值 ， 平 
衔 是 稳定 的 。 如 果 在 P 有 一 个 严格 地 局 部 最 大 值 ， 平 稀 是 不 稳 
完 的 ， 可 用 1P)* 代 兰 fP)。 
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从 本 是 中 图 的 对 称 性 ， 对 于 某 个 c>>0, 显然 C 在 〈c,0,0)。 
而 且 可 将 问题 局 限于 考察 国 数 f(P)*， 这 里 已 沿 着 母 权 图 
(z 1/a )+( 扩 /22) =1 变 动 。 若 = (z,y)， 则 有 

fCP)*=(xX-c) ty = (7T-c)° +O (~2r/a!:) 
=(1~—b6’/a’)z* ~2cr+b:+c’, 

我 们 要 确定 *=4 是 否 使 这 个 多 项 式 在 区 间 [09,9] 取 一 个 局 部 最 
小 值 。 沿 整个 正 x 轴 考察 这 个 多 项 式 , 知 当 4b” 之 a* 时 是 严格 递减 
的 当 0 7 过 a”, 则 从 z= 0 到 x=ca?*/(a? 一 0*) 是 递 威 的 ,然后 递 
增 , 因 此 当 0: 宇 a 或 0? <a? ,而 4 志 ca?:/(a?* ~b:), 即 b? 守 a?* 一 ac 
时 ，V (在 两 维 坐 标 系 中 = (oa,0)) 是 局 部 最 小 值 、 当 6b?<a? 
~ac 时 ,，V 是 严格 的 局 部 最 大 值 。 

现在 找 重 心 的 位 置 ， 不 妨 设 质量 分 布 均匀 ， 所 以 重心 与 形 
心 重合 。 因 此 


o=| >. pe re/|, xT yidz 
-0 二) )ae/ (1- 所)dr=30. 
关于 稳定 性 的 条 件 成 为 ?之 a?， 即 Vb 之 Wa 为 所 求 


B-1。 一 个 质点 运动 的 坐 
标 参 数 方 程 为 
t= 2X(t) 
y=y(1), 
它 关 于 原 反 的 角度 是 
zy + YX 
2 十 区 2 
这 里 小 点 表示 对 t 微 分， 转移 
参考 中 心 ， 先 到 (1，0) 然 


* SH6 » 


启 到 (- 1，07。 册 条 件 可 表 为 
(~ Dy-yr (r+Yy~Yyr 0 
(XTX—1)*:+y’ (z+1):+y’ 
得 (XYy ~ yz- D(C?+y: +1+27) 
+ (Ty YT+H CR YY +1- 27) =0, 
化 简 为 rz + Y=Yr ty + 1 (1) 
等 价 于 所 求人 微分 方程 。 
中 心 等 辅 双 黄 线 有 方程 
ACX* ~Yy’)+ BOrY)= 1, 
当 仅 当 4=1， 它 通过 (-1，0) 与 (1，0)， 所 考虑 的 族 为 


mi-y:+t+ Bry=1 (2) 
对 于 i 微分 得 
orz 一 gyy+ B (xy + zy) 一 0。 (3) 


(2) 与 (3) 中 消去 8 得 
zy(272 — 2yy) + (Ty+ 21 22 + y= 0, 
这 是 所 考 虞 的 双 曲 线 族 的 微分 方程 ， 化 简 后 即 为 (1)， 
B-2。(i 第 一 个 和 


1 1 1 
nit]l Vino tm 
= 了 [一 一 一 + 一 一 一 一 + 一 一 一 
" EE Vit (2) 
Vit(1) Vi+(2) i+ (1) 


古 对 应 于 分 把 


n—l1 


1 2 
nn 
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的 黎 曼 小 和 。 可 近似 表 为 
「 dr : 
J 1+Z2 。 

所 以 当 n->co， 它 们 的 极限 是 


1 


' dz _ 
| 一 一 - log(z+w1 + | 一 log(1+w 2 )， 


(li》 第 二 个 和 的 单项 1 /wn7+i 满 足 


1 二 1 1 ， 
Vni+n ~ Vn:+ti Vn:+l “= 1,2 nh, 


~ 1 nn 


Vnrn Vniti ~ Vnit+l1* 


当 n->oo 时 ， 两 边 的 极限 都 是 I。 因此 


, 1 
lim| 一 一 -一 一 上 = 
但 -om 之 Vn? 十 也 1, 


(iii) 第 三 个 和 
1 1 f 
一 i= | 
V n+i Vn:+n? na 和 


we 


1 n 
因此 之 V n+i > 
所 以 lim 之 一 -一 一 = co， 


| Vn 十 i 


B-3。 设 yi 与 y; 是 已 知 微分 方程 的 两 个 线性 无 关 的 解 ， 则 
任何 两 个 解 有 形式 


w=ayi +by,, v=cy +dy,. 
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因为 uv 落 在 由 六 3，y1y:, 纺 生 成 的 线性 空间 ， 为 此 我 们 希望 能 
证 明 它 能 满足 一 个 三 阶 线性 微分 方程 。 令 2=wv， 有 


wu + pu + Qu=0, (1) 
Uv/+ Py’ + QV=0, (2) 
217 一 8D/ 十 龙 / 0 (3) 
2 "=U 十 2187D7 DR | (C4) 


得 2”+Pz/ + 2Q2=U(Cv0” + Pu/ + QU) TU + Pu’ + Qu) 


+2u v7 = 2U/Y/, 


微分 (5) 得 z” +Pz”+(P’+20)z’+20Q/2 (5) 
= ON/0” + U0", (6) 
再 将 (1)》 冬 以 2 ， 将 (2)》 乘 以 247 相 加 得 
UU 十 207187 + APUu'v/ +20Q2/=0 《7) 
用 2P 乘 (5》 得 
2Pz’” + 2P’z/ + 4PQz= 4Pu/v’. (8) 


《6) 《7) 与 (8) 相 加 ， 右 边 的 项 全 消去 ， 得 
217 + 3P2” + (2P? +P/+40)2 + (4PQT 20)2=0,(9) 
是 原 方 程 任 何 两 个 解 的 乘积 所 满足 的 一 个 三 阶 微分 方程 。 

B-4。 设 妃 是 已 给 栏 较 ， 假 定 a: >>6*?， 则 焦点 在 〈c, 0) 与 
(- c，0)， 这 里 c= wo 一 b*。 设 已 知 直 短 方程 为 y=mz 与 
~my=X。 注 意 到 椭 图 的 直 色 平行 于 它 的 另 一 条 共 V 直 径 的 
兹 点 的 切线 。 不 难得 出 两 共 轿 直径 的 方程 分 别 为 

br+maiy=0, mo:z~—ay= 10, 
因此 (Bz +ma?y) (mb’?r 一 G 9) 
= piZ2 一 IC42 + Cm’? -1)a’bIry=0 
是 两 共 罗 直 径 的 直线 组 成 的 退化 的 圆锥 曲线 了 的 方程 。 任 何 通 
过 D 与 孔 的 交 〈 即 共 恩 直径 的 端点 ) 的 圆锥 曲线 〈 除 了 外) 有 
方程 为 
9 39 。 


和 (去 + 六 ~ 1) +motr? ~ maty? 
+(m’ ~ 1)a:bzry= 0, (1 
当 且 仅 当 xz? 与 上 的 和 的 系数 为 零 ， 即 


A (E+) + m6 ~ mat =0, 


即 %=ma*b*c*， 圆锥 曲线 (1) 是 等 轴 双 曲线 (可 能 退化 )。》 基 
有 这 样 的 值 时 ， 圆 锥 曲线 (1) 通过 (c，0)，(- c，0) 为 所 求 。 

有 和 = ma:02c 的 等 轴 双 曲线 (1》 当 且 仅 当 常数 项 为 零 时 
是 退化 的 。 仅 当 六 = 0 已 知 生 辆 是 真 椭圆 〈 即 a 关 2)， 即 当 原 直 
径 是 椭圆 的 轴 。 在 这 种 情形 ， 共 固 直 径 也 是 轴 ， 并 且 没 有 真 的 
等 轴 双 曲线 通过 四 个 点 。 则 两 条 轴 的 并 是 满足 条 件 的 退化 等 轴 
双 曲 线 。 

如 果 已 知 椭圆 是 一 个 图，c =0，、 故 入 总 是 零 、 对 于 一 图 ， 
互 骤 的 直径 总 是 共 轿 的 。 并 且 任 何 两 条 这 样 的 直径 的 并 是 一 条 
退化 等 轴 双 曲线 。 它 通过 重合 于 中 心 的 焦 扩 

B-5， 若 质点 开始 高 度 为 ,并 且 抛 出 速度 向 上 的 分 量 为 ’， 
在 重力 场 上 升 高 度 为 R+ (v*/29g)〔 运 动 水 平分 量 不 影响 最 大 高 
度 )， 

当 质 点 尚 附着 于 轮胎 上 运动 时 ， 轨 道 呈 摆 线 。 运 动 方 程 为 

r=a0t ~ Sin y=a(l ~ CoSO!), 
如 果 当 wt=0 时 质点 离开 轮胎 ， 则 开始 进入 重力 场 。 上 自 高 度 为 
a(1- cosb) 处 以 y= awcos6 为 速度 的 回 上 分 量 的 重力 运动 . 因 
此 它 达到 的 高 度 为 


2 ra 2 
H=a(1~ cos0) + sin?9， (1) 


0 过 6 到 《以 保证 开始 时 质点 癌 上 )。 
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选择 9 求 H 的 最 大 值 ， 置 
dH _., a’0? 
= sinG + 


得 临界 点 为 0, TXT，9。, 这 里 0, = arccos(- 9/aw2)( 因 为 oWw2z>0， 
有 这 样 的 9,)。 对 应 的 互 的 值 是 0，2c 与 


Ho=a(1+ 5 ) + 5 (1- -9 ) 


Sinbcosg = 0,， 


_ 1 ~192 
39 ("0 + 90 )“，。 
因为 (ao + g0™')*>>499，H。>>2a， 所 以 H 的 最 大 值 是 H， 


我 们 也 能 将 (1) 写成 


_ Qi0? 9 2 
H=H, - (cosg + —S7-) 


来 求 瓦 的 最 大 值 ， 
B-6。 令 FGD = | (tdt， 则 F/Gw) =/(u)。 所 求 方程 的 
右边 为 《1/3) F(1)*。 左边 逐步 积分 得 
{feo | fe Fc Ferdy | 


-| fF) ~ Ps)? de 
1 全 2 
= 二 | fx) PCO1) — F(z)) dz 


=— (1/6)CFC(1) ~ F(z)) | = (1/6)F(1) 。 
为 所 求 ， 
B-7。(iy》 由 己 知 函数 方程 
f(t TI- 办 = fT) + HY 1, C1) 
对 微分 得 
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fr+Wf ry -r+ rT- Y) 
=2f/ (f(y)., (2) 

然后 再 对 zx 微分 得 

f(t DID rT- =0,. (3) 
在 (1) 与 (2) 内 置 x-=y= 0 得 1 (0)?=2f(0)?=1 与 2f(00)f'(0)= 
0。 故 

1(0)= +]1 f‘(0)=0., (C4) 

现在 对 任 一 已 知 数 !， 在 (3) 内 令 x=y=t/2， 得 

f°C1)f00)— ft)f"C0)=0, 
它 等 价 于 f(z) tm?f(t)=0 (5) 
这 里 m= 1f”(0)|1"? 。 利 用 初始 条 件 (4) (5》 积分 得 。f(1) = 
土 cosmi 或 者 1(1) = 土 coshmt， 这 决定 于 (5) 中 的 符号 是 取 正 号 
或 取 负 号 。 如 果 m= 0 解 是 常数 . 反之 上 面 的 解 的 每 一 个 都 满足 


关于 m 的 任何 值 的 函数 方程 。 
(ii) 利用 范 得 蒙 行列 式 
1 oi 0 41 
1 GG, as 03 
V=| 。 。 ， wo 。 = (Gi™~ 01) 
1 Ga. a … 08 


不 为 零 。 车 在 定义 P(x) 的 行列 式 中 用 4, 代入 zx1:， 将 第 一 行 减 去 
V. (Pl(al)~b)=0. 
故 Pla )=b,。 同 理 可 得 PCai)=b; i=2，3，*…"…，n。 
同样 利用 关于 8 的 行列 式 可 证 8(a;) = 中 (bi=1,2,…,n。 
显然 0 是 小 于 n 次 的 多 项 式 。 
假设 多 项 式 虽 (PCz7) 除 以 (z- aiD)CZ-a)…(2z 一 0， 剩 下 
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的 余 式 RCz) 次 数 小 于 7。 则 

PP(T)) = (7~ DC 一 az 一 0Qs) S(T) + R(X), 
这 里 SCz) 是 多 项 式 。 用 z= 4 代入 得 

R(ai) = BP(a;)) = DD;) = (0;). 
所 以 有 关于 x 的 n 个 不 同 的 值 使 得 Q(x) ~ R(X) 为 零 。 但 因 其 次 
数 小 于 nn， 故 QCx) - RGZz) 便 等 于 零 ， 并 且 余 式 为 &4z)， 得 还 ， 


第 五 届 (1942 年 3 月 7 日 》 


上 午 试题 


A-1。 一 边 长 为 24 的 正方 形 总 位 于 XY 平面 的 第 I 象限 内 ， 
当 此 正方 形 移动 时 ， 它 的 两 个 相 邻 顶 扎 始终 分 别 保持 在 发 轴 上 
和 Y 轴 上 。 求 正方 形 中 心 的 轨迹 。 
; A-2。 设 多 项 式 f(7) 除 以 (Xx~a)*(z 一 b)， 其 中 4 二 b， 试 导 
出 表示 余 项 的 公式 ， 

A-3。 问 下 列 级 数 是 收敛 还 是 发 散 ? 


汪 证 


二 

A-4。 求 二 次 曲线 族 (z+ 2):=a(x+y) 的 正 交 轨 线 族 。 
问 两 族 曲 线 在 坐标 原点 交 成 的 角 等 于 多 少 ? 

A-5。 一 半径 为 a 的 圆 面 绕 其 所 在 平面 内 与 圆心 相距 为 2 
《>6) 的 一 条 直线 旋转 180"。 问 当 D/a 为 何 值 时 ,旋转 所 生成 的 
立体 的 重心 位 于 立体 的 表面 上 ? 

A-6。 对 于 XY 平面 (水 平面 ) 内 的 每 一 个 图 ， 都 用 圆 面 “ 上 
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方 ” 的 一 个 点 来 “代表 ”， 这 个 点 位 于 经 过 圆心 的 坚 直 线 上 ， 到 
圆心 的 距离 等 于 圆 的 半径 . 

证 明 与 一 定 圆 相交 成 定 角 的 所 有 圆 的 “代表 ”的 轨迹 为 一 
单 时 双 曲 面 (一 个 部 份 )， 

再 考虑 平面 内 的 造 当 贺 族 ， 证 明 在 双 有 曲面 上 必 有 两 族 母 线 
存在 。 


下 午 试题 


B-1。 一 边 长 为 24 的 正方 形 始终 位 于 XY 平面 的 第 1 象限 ， 
当 此 正方 形 移动 时 , 它 的 两 个 相 邻 顶点 总 分 别 保持 在 X 轴 上 和 和 Y 
轴 上 。 试 证 在 正方 形 内 部 或 在 正方 形 边界 上 的 后 的 轨迹 通常 为 
一 二 次 曲线 (一 部 分 )。 对 于 正方 形 的 什么 样 的 点 ， 这 种 轨迹 会 
发 生 退 化 ? 
B-2。 对 于 给 定 抛物 线 族 
CQ3502 ax 


= 一 + 一 20 
y 3 3 2a, 


(i) 求 顶点 的 轨迹 ， 《ii) 求 包 络 ;Cili》 画 出 包 络 和 该 族 两 
个 典型 曲线 的 略图 ， 
B-3。 给 定 
T=9(U, v), Y=Y(u, v), 
其 中 ?和 是 下 列 偏 微分 方程 的 解 ， 
O09 0% _ 99 09 1, (1) 


pi me 


OU ov GU ou 
假定 * 和 v 为 自 变 量 ， 试 证 (1) 可 以 变换 为 


OY 9% 
人 (2) 


.64* 


并 概要 说 明 通 过 对 (2) 积 分 怎样 获得 (1) 之 解 。(1)》 还 有 另外 什 
人 么 解 ? 

B-4。 一 质点 在 一 与 距离 次 方 成 反比 的 有 心力 作用 下 运 
动 。 如 果 质 点 的 运行 轨道 为 一 圆 (假设 有 心力 均 由 图 局 上 的 点 
出 发 )， 试 求 k 的 值 。 

8B-5。 作 出 曲线 


风 


“一 1+ zsinix 


的 略图 ， 并 证 明 


rxdz 
o 1 +xisin?e 


和 存在。 


解答 


A-1i。 设 A 和 B 为 正方 形 的 两 相 令 顶点 , 分 别 位 于 XX 轴 上 和 
Y7 轴 上 。 设 C 为 正方 形 的 中 
心 ，D 和 EE 分 别 为 由 C 至 关 
轴 和 Y 轴 所 引 垂 线 之 生 趾 ，。 
设 0 为 坐标 原点 ， 

则 和 ACB 为 直角 ， 
人 人 DCE 为 直角 ,而 且 作 ACD 
全 等 于 ABCE( 余 过 和 一 锁 
角 相 等 ), 因 此 C 的 坐标 x 和 
y 相 等 ,OECD 为 一 正方 形 ， 
所 以 ， 当 给 定 正 方形 按照 题 
设 条 件 移动 时 ， 它 的 中 心 C 
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沿 着 从 (c，a) 至 (2 ae，w 2 a) 的 线段 来 回 运 动 。 
附注 。 本 届 竞 赛 的 3-1 题 是 本 题 的 一 个 推广 。 
A-2。 因 为 1(7) 除 以 一 个 三 次 多 项 式 ， 故 余 项 R(X) 至 多 是 
Zz 的 二 次 多 项 式 ， 比 如 说 R(X) = Ax?: + Br+C。 则 有 
f(x)=(x—- a) (rxr—-b)O(r) + AT:+Br+C 
和 f(x)=2(2~ a)(x- b)Q() + (rz- a)’Q(7) 
+ (xr—-0) (r+~- 60)Q(7)+2AX+B, 
由 这 些 关 系 得 
f(a)=Aa:+BatC, 1(0)= Ab’+Bb+C, 
f(a)=2Aa+B., 
对 A，B ，C 求解 又 得 


~- 1 - _ (5 - 
A= ari) f(a) ~ (0~ a)f’ (Ca)), 


B = [2aCf (6b) ~ f60)) ~ (0° ~ a )f’ (C0)), 


一 二 
(一 G): 


_ ] 2 2 
C= pa f+o (f C6) ~ f(a)) 


+ab(a- b)f’'(Ca)], 


因此 R(x)= pya{CfCb) -f(a) -Cb~ af’ Ca) 


~ (2a(f(60)— fa)) + (6° ~ a )f’ (a))z 
+ (Cb~ a)?f (0) + a Cf Cb) f(a)) 
+ ab(Ca—b)f/(a))} 

容易 验证 ， 上 式 亦 可 写成 如 下 形式 ， 


一 fF) 1 ro 
R(x) = f(a4)+ CE (XT— a) 


~ f(s az-b， 
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A-4. 给 定 曲 线 族 为 一 抛物 线 族 ， 所 有 抛物 线 在 原 氮 均 与 
直线 7+ y=0 相 切 。 当 4 二 0 时 ， 抛 物 线 退 化 为 二 重 线 《z+22) 
=0， 应 将 它 考 典 作 二 条 退化 抛物 线 ， 位 于 第 IV 象限 内 的 半 直 
线 是 a 取 正 值 趋 于 零 时 的 极限 情形 ,位 于 第 开 象限 内 的 半 直 线 是 
4 取 负 值 趋 于 零 时 的 极限 情形 。 

为 要 找 出 抛物 线 族 的 微分 方程 ， 可 把 给 定 方程 微分 ， 并 由 
原 方程 及 其 求 导 所 得 的 方程 中 消去 4. 即 由 


(Z 十 20) =a(x+y), (1) 
2(7+ 2y)(1+ 2)=a(l+y’). (2) 
消去 a 得 2(z+2)(z+28)C1+28)= (T+ 2 (1+Y’), 
化 简 为 〈3z+ 2 +Z= 0。 (3) 
方程 中 约 去 的 因子 z+ 2y 正 好 反映 直线 x+ 2y=0 是 曲线 族 的 一 
个 退化 元 球 。 


此 微分 方程 沿 直 线 ++ y=0( 它 不 包含 原 抛物 线 族 的 任何 元 
素 ) 有 定义 ， 故 直线 x*+y= 0 是 有 曲线 族 对 应 于 情形 4= % 的 为 一 


个 退化 元 素 。 
对 微分 方程 
wy/ = 37+ 2 (4) 
作 积 分 ， 便 得 到 所 要 求 的 正 交 轨 线 族 。 事 实 上 ， (4) 可 写作 
y+ 3z) = 2 十 32 ， 
它 的 解 是 2t+3Zz=Kz ， (5) 


其 中 K 为 任意 常数 。 这 是 一 个 新 的 抛物 线 族 ， 除 y 轴 上 的 点 外 ， 
经 过 平面 的 每 一 个 点 处 都 有 该 族 中 唯一 的 一 条 上 曲线。 如 采 把 币 
分 方程 (4) 改写 为 加 下 天台 


7 = (3 +2) wy 
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显然 y 轴 也 是 一 条 积分 曲线 ， 记 以 y 轴 也 属于 正 交 轨 线 族 ， 

容易 看 出 ， 新 曲线 族 (5) 中 所 有 的 曲线 在 原点 均 与 直线 y+ 
37 二 0 相 切 《但 由 y 轴 所 表示 的 退化 二 重 抛物 线 除 外 ). 

在 坐标 原点 ， 两 族 曲 线 的 交角 即 是 两 直线 Z+28=0 与 37+3 
=0 的 夹 角 6。 利 用 两 直线 的 斜率 ， 可 得 


所 以 0= arctg(=). 
A-5, 


b-a b+oa 


图 16 


按 下 法 歌 定 坐标 系 ， 把 母 圆 开始 所 在 的 平面 作为 zz 平面 ， 
把 旋转 轴 作 为 z 轴 。 则 生成 的 立体 为 一 半 环 体 ( 环 体 即 是 由 回环 
面 所 乔 和 的 并 体 )， 

根据 对 称 性 ， 显 然 所 求 形 心 必 位 于 乡 轴 上 ， 设 为 (0，2， 
0)， 题 目 要 求 有 29 =4 -oa。 

为 求 坐 标 y ,在 zy 平面 上 引进 极 坐 标 。 相 应 于 平面 面积 元 素 
rdrd0， 体 积 元 了 素 为 
2 ai (rr—b) rdrdo, 
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从 而 立体 对 2% 轴 的 重力 矩 M ,的 元 素 为 
2rsingv a: ~(r ~ 6b) rdrdb。 


我 们 有 y = M,/Y， 其 中 Y 是 半 环 体 的 体积 。 
v=[ | 2 BT Drdrdo 


心 
b+a 


= 2 vv ai~ (rr~-b): radr 


b 


一 2TG2 | cosqg(b + asiny)cos9ydop = x*a’b, 
一 多/ 久 
让 人 二 
M, -| | 2 az ~ (rb): ridrsingd9 
0 一 


+a 
4 Vr 


b 


在 计算 上 述 两 个 积分 时 ， 均 朋 
到 代 换 r= 二 b+asing。 因 此 得 到 


但 又 要 求 9 =0~a, 所 以 有 
2xb: ~2na0=a? + 40:, 
若 令 c=6/9， 则 
(2X~— 4)c:— 2X0c~ 1=0, 图 17 


xt+V T2+2 一 和 
结果 有 C= DT 一 


《因为 Cc 必 是 正 数 ， 故 取 正 号 )。 
A-6。 用 C 表 示 定 圆 ， 并 设 圆心 为 0， 半 径 为 6。 在 XY 平 两 
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内 以 G 为 原点 取 定 直角 坐标 , 并 照 惯 例 引 进 第 三 坐标 z。 两 条 相 
交 的 光滑 曲线 的 夹 角 a 是 指 在 交点 处 它们 的 切线 闻 的 两 个 夹 角 
中 之 较 小 者 。 所 以 有 0<&<<7/2， 

固定 这 样 一 个 4。 且 设 以 p 为 圆心 ，r 为 半径 的 圆 C 与 定 圆 ( 
在 8B 处 相交 所 成 之 角 为 4。。 则 

(OP):=a?:+r? 2arcosa， /AOBP 为 锅 角 时 符号 取 “+"， 
了 人 OBP 为 锐角 时 符号 取 “ 一 ”。 如 果 P 的 平面 坐标 是 (zo。，yo), 则 
C! 可 由 点 (x。，yo，7) 代 表 。 因 此 ,所 有 这 种 代表 点 都 属于 集合 
A=AlUA,， 这 里 A 由 条 件 

2 十 92 一 02+2 -202c050, 2>0 
确定 , 4A, 由 条 件 

T+Y=0+2°+2az2c0Sag, 2>0 
确定 ， 

友之 ， 给 定 A4 的 任 一 个 感 (Xo， yo, 7), 则 半径 为 六 圆心 为 
(zi，28o) 的 圆 C “与 C 必 相 交 于 两 点 (= 0 时 重合 为 一 点 )。 欲 
明 此 点 ， 只 需 注 意 到 

(人 r 一 G)2<<a2+12 土 2darcosSa 一 zz2+12<(r+aG) ， 
所 以 从 C 的 圆心 到 C/ 的 圆心 的 距离 界 于 r- a| 与 r+ a 之 间 。 
除 情 形 4=0，zx/2 以 外 ， 集 合 A, 和 和 A, 分 别 是 由 两 双 曲 线 
7Z2 一 (z 土 acosa) + a’sin’a 
绕 z 轴 旋转 所 产生 的 两 个 不 同 双 昌 面 的 一 部 分 , 当 &=T/2 时 ， 
两 双 曲 线 重合 ,因而 4, 和 A4 :重合 ， 当 4=0 时 ,两 双 曲 线 退 化 ， 
因而 产生 锥 面 ( 此 时 “相交 变 成 相 切 )。 

设 B 是 C 之 一 定点 ， 又 设 R 是 从 B 出 发 的 四 条 半 直线 假定 
0<a<x/2) 中 的 一 条 ， 它 与 4B 的 夹 角 为 a。 则 圆心 在 R 上 又 
通过 8B 的 所 有 回 与 C 的 交角 为 4, 因 此 可 用 A 的 一 反 来 代表 。 由 于 
这 些 图 的 半径 将 随 其 x 标 (或 y 标 》 的 变化 按 比 例 地 增加 ， 故 代 
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家 它们 欧 点 在 空间 形成 一 条 半 直 线 ， 这 条 半 直 线 即 是 4 的 一 条 
母线 。 而 且 这 两 条 半 直 线 在 召 处 与 (再 相交 又 生成 位 于 4 ,中 的 
二 半 直 线 。 

在 B 处 的 另外 两 条 半 直 线 则 生成 位 于 和 4, 中 的 二 半 直 线 。 如 
黑 这 些 半 直线 中 的 一 条 当 作 母线 绕 z 轴 旋转 , 则 它 生成 4 上 的 一 
整 族 母 线 。 因 而 A 有 四 族 母 线 ,两 族 在 A ,上 ,两 族 在 A, 上 ,如 果 
4=T/2， 由 于 此 时 从 了 B 出 发 垂直 于 OB 的 半 直 线 只 有 了 两 条 ， 故 只 
有 两 族 母 线 , 但 此 时 有 A:=A:. 

4 的 每 一 个 点 @ 都 对 应 着 以 了 为 圆心 的 一 个 圆 ， 这 种 圆 与 C 
两 次 相交 ， 比如 交 于 8B 和 B (这 里 假定 0<ax/2)。 则 对 应 于 
BP 和 3 人 的 母线 是 通过 2 的 两 条 不 同 的 母线 ， 而 且 由 于 旋转 
不 会 使 BP 和 B'P 重 合 ， 这 两 条 母线 必 属 于 不 同 的 母线 族 。 于 
是 ,通过 A 的 每 一 个 点 都 有 属于 不 同族 的 两 条 母线 。 

如 果 A=0, 除 了 对 应 于 C 的 点 (0,0,4) 外 ， 通 过 A 的 每 一 个 
点 都 具有 一 条 母线 , 而 且 A 的 
所 有 母线 都 通过 (0，0，a)， 

B-1。 设 4 和 3 是 分 别 位 
于 X 轴 上 和 YY 轴 上 的 正方 形 
的 两 相信 顶点, 设 PCz,y) 是 3 
正方 形 内 一 指定 点 . 则 了 之 坐 


t=nSin0 + lcos0, C1) 
y =msin9 + ncose, 


其 中 nl，m 和 8 的 定义 如 图 
18 所 示 ，。 图 18 
对 sin96 和 cos6 求 解 方 程 组 《1)， 得 到 


(lm— 1’)c650 = m7 ~ Ry, 


(Im -nn’)sin0= 一 HZ + 711。 
因此 对 于 8 的 任何 值 ，P 之 坐标 均 满 足 方 程 

(Im n°) = (mr ny) + (~nr+ly)’. (2) 
(2》 可 化 为 (Mm? +H2)Z2 -2n(T+tm)ary + (Cl? +n:)y? 

= (lm -nn*)’, (3) 
(3》 一 般 表 示 一 条 有 心 二 次 曲线 ， 其 判别 式 是 

A= 4n:(1+m)? 一 4C12 +n) +n’:) 

= -4(m-n’)’, 
显然 ，4 不 能 为 正 。 如 果 A 二 0， 则 (3) 表示 一 个 椭圆 或 一 个 圆 ， 
(3) 表示 一 个 图 的 充 要 条 件 是 m” = 和 n(1t+ m)=0 成 立 ， 由 于 
1+m=AB 不 能 为 零 ， 因 而 家 示 一 个 圆 的 充 要 条 件 就 是 8&=0 和 
1= 以 成 立 ! 即 P 是 4B 的 中 点 。 

如 果 4=0， 则 (3) 右 边 的 项 也 为 零 ， 《3)7 可 化 为 

Lt (mz - ny)? =0 ， 
它 等 价 于 y= Cm/n)x， 故 P 沿 着 一 直线 移动 ， 

A=0 或 Im=n :的 几何 意义 是 P 位 于 以 AB 为 直径 的 一 个 半 
加 上 《注意 ，n 是 1 和 m 的 比例 中 项 )。 当 i1=m=n 时 ,P 成 为 给 定 
正方 形 的 中 心 ， 其 轨迹 是 直线 y =X 的 一 部 分 ， 这 正 是 本 届 竞 赛 
4-1 题 已 得 之 绪论 。 

如 果 4 盖 0, 即 如 果 1m 关 un , 则 参数 式 (1) 是 非 退 化 的 〈( 即 dz/ 
d0 和 dy/d6 不 同时 为 零 )， 所 以 当 9 由 0 变化 到 x/2 时 ,点 P 沿 其 李 
贺 轨 丝光 滑 移动 ， 

如 果 4A= 0， 则 如 前 述 ,，P 在 一 个 以 4B 为 直径 的 半圆 上 。 这 
个 图 的 另 一 半 将 通过 原点 QO。 因此 , 当 9 由 0 变化 到 7/2 时 ,半圆 
上 的 点 P 先 离开 原点 方向 移动 ， 直 至 PO 成 为 这 个 动 圆 的 直径 ， 
然后 再 移动 回来 。 要 从 分 析 上 看 出 这 一 点 ， 只 需 注 合 到 zx 是 6 的 
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函数 ， 回 移 仅 当 * 有 一 临界 值 时 才能 发 生 。 但 dz/d6 = 0 必需 teg6 
= /1， 这 意 指 PB 垂 直 于 ! 轴 ， 所 以 PO 为 动 圆 的 一 条 直径 。 
B-2。(i) 把 给 定 方程 化 为 标准 形式 
35 _ a’? 3 \* 
y+ (+): 


由 此 得 出 具有 代表 性 的 顶 后 是 
(时 - 蝇 
如 果 a=0， 则 给 定 曲线 为 一 直线 ， 不 是 抛物 线 , 所 以 它 无 顶 扩 ，。 
显然 ,给 定 族 中 所 有 抛物 线 的 顶点 都 在 双 曲 线 zy=105/64 上 ,有 反 
之 ， 双 曲线 上 的 每 一 个 点 都 是 给 定 族 中 一 条 唯一 的 抛物 线 的 顶 
点 ,因为 着 (Xo ,yo) 在 双 曲 线 上 上 , 则 从 Xo 二 一 3/49,Vo= ~ 359/16 
可 以 唯一 地 解 出 < 的 值 。 
(ii) 令 f(x,Y,9) = 二 一 + 2 -20 -外 


则 (Cr,y,0) = (art+ 2)(az — 1), 


为 了 找 出 曲线 族 的 包 络 ， 我 们 应 由 3f/34=0 和 f =0 中 消去 4. 由 
于 把 of/3a 的 两 个 因子 等 于 零 时 将 有 az= 1 或 az= 一 2， 成 得 


(az)” 《az) _ ,ro lil ~7 
zx 一 -一 一 一 一 一 me 二 二 二 一 一 2 二 一 一 一 
Wt 6 

mS 4 10 

EE 一 一 一 一 一 一 十 一 -一 一 。 

或 3 “3 3 


容易 证 明 ， 对 应 于 参数 "的 抛物 线 与 双 曲线 
zy= -7/6 相 切 于 点 (二 ， 一 一 )， 


又 与 双 曲 线 zy= 10/3 相 切 于 点 (- 二，- 忆 9) 


s 73 + 


因此 ， 亡 求 之 包 络 是 两 双 曲 线 揭 并 。 
(11) 作 图 ， 如 图 19。 


xy = 10/3 


(C1,10/3) 
_H o=1 


SD 


(-2 -5/3 RY 


图 19 


B-3。 由 题 意 显然 可 知 ， 对 每 个 z 和 " 必 存 在 唯一 的 4 和 妨 
使 得 z=pC4,0) 和 y=YC4,v)， 也 就 是 必 有 函数 和 8 使 得 = 
xz 和 2= 8Gz,o)。 我 们 先 假定 这 些 函 数 都 具 连 续 的 一 阶 侦 
导数 ， 然 后 再 更 仔细 地 来 讨论 可 向 性 假定 。 

为 减少 记号 混淆 ， 我 们 令 p1，yY9:， :分 别 才 示 9p 和 ?对 
其 第 一 个 和 第 二 个 自 变 量 的 偏 导数 。 利 用 这 种 记号 ， 方 程 (1) 
可 以 未 为 

9 3 一 =]。 
Uw WW 
六， 半 ! 训 和 加 
埋 示 y 和 4 的 人 篇 导数 。 则 有 
。74。 


V1 +9,=0, (3) 
P=1, (4) 
$1 + = C5) 
b=. (6) 


由 《5)，(〈3) 及 (1) 得 
V1 = tp = YP.m + P19 = 1。 


两 边 同 羔 以 94w/9x， 并 引用 (4) 则 得 


现 设 y = | fr, man +g9(7), U= | 18,wd + hv), 


其 中 f，g 和 h 均 是 连续 函数 。 则 显然 有 


Oy _ Ou 
EA zz’ 


而 且 我 们 得 出 (2) 的 一 个 范围 广泛 的 解 类 ，。 

假设 y=alz,v)， (7) w=B(z,v) (8) 
给 出 (2) 的 一 个 解 ， 即 4, = B61， 并 且 假 设 B, 永 不 为 零 。 则 由 (8) 
能 解 出 x 为 4 和 v 的 通 数 ， 比 方 说 X=qCw,0), 将 这 个 结果 再 代入 
《7)， 又 能 把 y 表 为 & 和 v 的 函数 ， 比 方 说 y=Y(4,v)。 于 是 ， 把 
和 和 v 看 作 自 变量 ， 就 有 


az -_ dr ,8 - 
六 1， (9) B, OU + 8B, =0, 《10) 
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c2 ~ OY (11) 


Ou ou’ 
07 y=.09 


内 C9) 及 (11) 知 gi1 =B.90y/9u， 所 以 

因为 已 设 c:= 有 及 8: 永 不 为 零 ， 故 可 得 

oz ,0 oro 1 
这 即 是 (1)。 因 此 ， 由 满足 B, 不 等 于 零 的 (2) 之 解 可 以 得 出 (1) 
之 解 。 

在 x 种 v 为 独立 变量 的 假设 下 ， 确 立 了 (1) 和 (C2) 的 等 价 性 ， 
根据 隐 函 数 定 理 ， 这 相当 于 《局 部 地 ) 假设 91( 原 来 函数 9 之 偏 
导数 ) 不 等 于 等 。 如 果 9 :在 一 点 (4o,vo) 等 于 零 ， 则 由 (1) 显 然 
9: 在 (&o ,2o) 不 等 于 零 ， 又 由 连续 性 假设 ，9: 在 (4 ,po) 邻 近 也 
不 等 于 等 。 因 此 ， 我 们 能 局 部 地 解 出 "为 z 和 的 函数 ， 而 且 在 
互 换 ww 与 0 的 位 置 后 ， 论 证 仍 如 前 面 所 述 那 样 进行 。 这 样 吏 得 到 
(1) 的 所 有 其 他 的 局 部 解 。 再 考察 一 个 极端 情形 。 设 P 1 处 处 等 
于 零 ， 那 么 X=p(v) 与 4 无 关 。 于 是 (1) 成 为 9 人 Y; = 一 1, 由 于 9 人 
只 依赖 于 v， 这 个 方程 可 以 关于 积分 。 故 得 

py= ~w+k(v)., 
因而 对 任何 有 非 零 导 数 的 函数 9 和 任何 函数 K 均 有 
9 (14) 
y=(—-u+k(V)) /PCV). 
方程 (14) 给 出 了 (1) 的 一 个 解 ， 它 不 属于 以 前 已 得 出 的 解 类 。 
这 种 解 正 是 所 要 求 的 (1) 的 另外 的 解 。 
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讨论 与 说 明 。 虽 然 许多 论证 对 于 C! 类 函数 有 效 , 但 我 们 最 
先 仍 假定 只 考虑 C" 类 了 娩 数 ， 而 且 只 局 部 地 考虑 问题 的 解 。 

根据 这 些 假定 ， 在 任 一 个 满足 p :地 0 的 瓜 邻 近 ， 由 最 初 的 
方程 x 二 9g(4,0) 能 把 4 解 出 并 局 部 地 确定 为 x< 和 vz 的 函数 ,从 而 把 
4 表 为 x 和 v 的 一 个 C" 函 数 。U 一 经 表 为 x< 和 0 的 C0" 函数 ， 代 入 y= 
vbCw,v) 就 能 把 y 也 表 为 和 2 的 一 个 C" 函 数 . (2) 的 求 导 因 而 可 以 
毫 无 困难 地 进行 。 这 许多 论证 都 只 要 求 g 为 C 函数 。 

在 求解 (2) 时 ， 我 们 现在 要 求 1,g 和 有 都 属于 C" 类 。 比方 说 
f 是 定义 在 矩形 开 集 [xyJ 上 的 C "函数 ， 这 里 1 和 J 询 是 及 内 的 开 区 
闻 。 取 aEjTH PEJ， 而 旧 和 定义 


y=| fz,mDdnt gz， 4= | fCé,0)d8 + hc). 


则 这 些 函 数 都 是 (2) 的 C" 解 ， 反 之 ,，(2) 的 每 :一 个 具有 和 害 形 定义 
域 的 C" 解 都 有 这 种 形式 。 正 是 在 于 这 一 扣 , 把 图 数 限定 到 C 类 
是 重要 的 。 对 于 (2) 的 具有 有 限 可 微 性 的 所 有 人 解 类 (比方 说 C 类 
或 C? 类 )， 要 显示 它们 的 特征 蚌 不 容易 的 ， 

B-4。 采 用 极 坐 标 ， 选 取 力 心 为 极点 ， 质 扩 圈 所 道 的 一 条 
直径 为 极 轴 。 则 轨道 方程 为 


r= Acos6, (C1) 
式 中 4 是 网 的 直 息 。 
运动 方程 为 
9 - (人 (2) 
9 0 dr dg 
rr + 2 a 0 (3) 


式 中 m 是 质点 质量 ，f 是 中 心力 量 值 。， 因 为 1 带 有 仙 号 ， 故 正 的 
1 表示 一 吸引 力 。 
ss je 


方程 (3) 乘 以 r 之 后 ， 青 积分 就 给 出 
(4) 


故 质点 的 动量 矩 宇 恒 。 
两 次 做 分 (1)， 并 运用 (4)， 便 得 
dr . ~ a _ Ahsing 


rt 一 A 一 一 一 
dt sin Fr2 


dr 4hcose dab +. 2Ahsing dr 
dt’ 7 df rs dt 


ja 2A:h’sin’0 


yr rs 


然后 代入 (2)， 又 得 


2A hsing _y (二 ) 2 


h2 
rs r 


一 -二 (mr + A!sin?6) = 一 


2A2h2 
-一 一 。 
所 以 有 f=2mA*hir "及 k= 5。 
B-s。 令 f(2) = ni 
则 /为 一 奇 函数 ， 它 的 图 形 是 对 称 于 原点 的 :所 以 我 们 只 需 考 卡 
z 的 非 负 值 。 
HH 


zx- 2 >- 二 
显然 ” 1+7x8sin27 ” 1+x® 


在 点 z=VWX(C1 为 整数 )， 曲 线 与 直线 y=z 相 切 。 在 反 Z= (n+ 
1/2)r， 有 曲线 与 =xz/Ct+z ) 的 图 形 相 切 。 

因此 ，f(2) 的 图 形 在 上 曲线 y= x 和 下 则 线 y=2/(1+x ) 之 
间 振 荡 ， : 


° I18 。 


除了 很 接近 地 的 整数 倍 那些 值 之 外 ， 对 于 大 前 zx 值 /是 很 小 
的 ， 即 接近 下 曲线 。 实 际 上 ， 在 工 的 整数 倍 处 ， 图 形 的 妊 氮 在 
于 它 具 有 又 高 又 罕 的 尖 锋 〈 尖 锋 实 际 比 图 20 上 画 出 散 罕 得 多 。 
例如 , 在 离 2r 0.1 的 范围 以 内 ， 通 数值 [下降 不 到 0.02)， 


图 20 


因为 /在 整个 积分 区 域 上 为 非 仙 ， 故 | 7(z)az 的 收敛 性 问 
题 等 价 于 | f(z)dz 是 否 有 界 ， 也 就 是 等 价 于 


> | fz)dz 


是 否 妆 钱 ? 
注意 当 |t| 志 Xx/2 时 ]sint| 之 (2/7)1! 二 成 并。 


令 =2x7。(m 一 少 ) 。 则 对 任何 正 整数 4 及 对 


(0 一 1/2)T<7Z 委 (+ 1/2)7, 
有 1 + resin:z%= 1+ rsin’ (x -~ nnx) 


ly 4 9 
/ >1+ (n- 刁 ) TCT NN) 


s /719 » 


一 1+K2(Z 一 MT) 


] 
(n+ =)T 
改 得 f(D < TR ni 


所 区 | fodr<(n+l) |” du 


(RB—1/2)” —x/2 1+K2u? 
1 > du 

妇 [+ 一 — 

( " ;) | i 


了 va 
er 


Kk? nn” 


对 于 某 个 与 np 无 关 的 数 4 成 立 ， 
由 于 立 1nz 收 伍 ， 故 可 断言 


n=1 


3 p+/S)r 


> | fr)dzx 


n= 1" (1/2)x 
亦 收敛 。 
所 以 | f(z)dz 存 在 。 
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上 午 试题 


A-1。 设 c，b，oc 为 实 常 数 ， 函 数 f(z) = az2+ pz+2 当 |z| 
< 1 时 满足 条 件 |z)| 和 1. 试 证 当 jz| 委 1 时 成 立 |j zj 委 4。 


es 80 。 


A-2。 设 cCz)，6(z)，c(z) 和 d(z) 都 是 z 的 多 项 式 。 试 证 
| ae)eGe?dr 。 | 5eydcear ~ | seodczdz . 
1 1 1 


| acecodz 
可 被 (7 ~- 1)* 除 尽 。 
A-3。 位 于 边 长 为 6 的 一 正方 形 四 角 上 的 四 个 雷达 站 同 时 
发 现 一 枚 飞弹 ， 这 时 飞弹 至 四 个 雷达 站 的 距离 ， 按 照 环绕 正方 
形 次 序 ， 各 为 RI，R,，RR,;,，R,。 证 明 ， 
R:+R:=R;+R’, 
并 证 明 此 时 飞弹 离开 地 面 的 高 度 h 由 下 列 公式 给 出 ， 
有 一 ~ b+ (RI+RItRi+R:) 一 


{+ R!+R!+R!~ 2RIR! -2RIR!), 


A-4。 设 函数 9(z) 对 一 切 z 值 有 连续 的 一 阶 寻 数 9(z) 。 又 
设 对 每 一 z 下 列 条 件 成 立 ，(i)9(0)7= 08 (ii)|g/ xz) 和 |94z) 1。 
试 证 9(z) 恒 等 于 零 。 

A-5。 求 由 坐标 平面 与 椭 球 面 


的 一 个 切 平面 所 界 的 最 小 体积 。 

A-6。 一 单位 质量 的 质点 在 一 直线 上 运动 ， 它 所 受 的 你 用 
力 f(v) 是 其 速度 v 的 函数 ， 但 具体 形式 不 知 。 观 测 质 点 的 运动 ， 
发 现在 时 间 t 内 质点 通过 的 路 程 ? 可 用 公式 X=af+01*+ct 来 
表示 ， 式 中 6。，6，c 均 为 常数 ， 数 值 由 观测 决定 。 试 对 进行 实 
验 的 v 值 范围 求 出 函数 1(v)。 
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下 午 试题 


B-I。 令 K 表 示 半 径 为 1 的 一 个 圆 盘 的 圆周 ， 今 k 表 示 联 结 开 
上 两 点 c，5 且 含 于 圆 盘 内 部 的 一 条 圆 弧 。 假 设 K 把 圆 盘 分 成 面 
积 相等 揭 两 部 分 。 试 证 K 的 长 度 大 于 2。 

B-2。 设 4 和 了 B 为 一 抛物 线 P 上 的 两 个 变 点 ， 使 得 在 4 和 B 处 
的 两 条 切线 相互 垂直 。 证 明 由 4A，B 及 P 之 顶点 所 成 的 三 角形 形 
心 的 轨迹 为 一 抛物 线 P!。 对 P ,再 重复 上 述 过 程 ， 又 得 一 抛物 
线 P,， 余 类 推 ， 设 如 此 得 到 的 抛物 线 序列 为 P，P,，P:…，P,。 
如 果 P 的 方程 是 y* =mz， 试 求 P, 的 方程。 

B-3。 有 一 半径 为 R 的 实心 球 ， 其 密度 p 是 离开 球 心 的 距离 
r 的 函数 .如果 球 对 球 内 任意 一 点 的 引力 量 值 是 tr?(K 为 常数 )， 
试 求 出 函数 p= p(r)。 并 且 求 出 在 球 外 面 距 球 心 为 r 远 处 的 一 点 
所 受 引力 的 量 值 。( 对 于 一 薄 球 沉 体 作 如 下 假定 ， 如 果 点 ?在 这 
体 里 面 ， 则 设 沉 体 对 P 的 引力 值 为 零 ， 如 果 P 在 这 体外 面 , 则 设 
引力 值 为 mr2， 其 中 mm 是 壳 体 的 质量 ，r 是 P 到 球 心 的 距离 。) 

B-—4., 对 每 一 个 正 整 数 n， 令 

n= _2pu 


— 人 __ 8+ 工 ， 
P,， 一 《TIT+ 1/n)", P=(1+ 1/n) p, +P,.* 


证 明 h, < 之 hs <…<7j 之, 
B-5。 证 明 大 于 Cw + DD 的 下 一 个 整数 能 被 2"” 除 尽 。 
B-6。 一 质点 在 一 圆心 为 0 的 图 上 运动 。 已 知 它 在 一 点 上 从 

静止 开始 ， 到 达 另 一 点 CQ 又 静止 下 来 ， 中 间 再 无 其 他 静止 反 。 

试 证 质点 的 加 速度 矢量 在 P 与 0 之 间 的 任何 一 点 均 不 为 零 , 而 且 

在 与 2 之 间 的 某 一 点 R， 加 速度 矢量 必 沿 半径 RO 的 方 问 。 


“- 82 “人 


解答 


A-1。 若 4 关 0， 则 yazx? + pz+c 的 图 形 为 一 抛物 线 , 不 失 
一 般 狂 ， 可 设 其 开口 向 上 ， 即 设 c>>0 〈 稍 后 我 们 再 讨论 c= 0 的 
直线 情形 )。 由 于 对 称 性 ， 我 们 可 以 假定 6 非 负 、。 则 抛物 线 的 顶 
上 扩 属 于 左 半 平 面 ， 显然 max|f'(z) | 在 z=1 时 出 现 ， 而 且 这 个 最 


大 值 等 于 2a+ 5，、 还 需 证 明 24 +b 志 4， 
现在 1(1)=atb+c 志 1，f(0)=c 之 ~ 1，。 所 以 a+ 5 专 2, 因 


为 e 和 6 两 者 都 非 负 ， 帮 有 a<<2 及 2 + b<4。 
a= (0 的 情形 。 若 as= 0， 则 
f/(z)= 六 = 1(1)~ 1(— 1) 
» 二 
7 中 


A-2， 由 于 4a，4b8，c，d 都 是 多 项 式 ， 则 所 考察 的 积分 式 也 
是 一 个 多 项 式 ， 设 为 F(x)。 为 明确 起 见 , 我 们 把 积分 变量 换 写 
为 {， 所 以 
F(z)= | “acdt 。 | “pddt ~ aga . | zeat。 


显然 F(1) =0， 由 此 知 F(x) 可 被 (7 一 1) 除 尽 。 而 且 
F/(z) = ac | “bddt + bd | "acdt - ad| “bcdt ~ bc | “addt, 
1 1 1 1 


于 是 有 F’(1)=0, 又 
F/ (xX) = Gacy’ | bddt + Cbd)’ | acdi 一 (ad) /| bedi 
1 1 1 
~ (be)’ | “gddt + acbd + bdac ~. adbe ~ becad, 
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于 是 又 有 F*(1) = 0。 最 后 
F/(7x) = (oo)"| baad? 十 Cd) "| acdt ~ Cad)” | bedi 
1 1 1 


~ (be)’! addt + Cacy’bd + Cbd)’ac ~ Cad)y’be 
1 


~ (be)’ad, 
可 以 看 出 ， 其 中 不 包含 积分 的 四 项 等 于 E(ac)。(8d)]’ ~ [(ad) 
。(bc)]/ =0， 于 是 还 有 F*'(1) =0。 因 此 F(x) 可 被 (7 1)* 除 
尽 。 
A-4。 我 们 首先 把 微分 不 等 式 变换 为 积分 不 等 式 , 设 ? 宇 0， 
利用 (i)，(ii) 和 g' 的 连续 性 ， 有 


ae) = | War <| loc ar< oc lar, 


于 是 gCz)| <| lg)la,, z>0. (1) 


任 取 a 宇 0。 因 为 g 是 可 币 的 ， 所 以 g 在 任何 有 沼 区 间 上 连续 
且 有 界 。 这 样 就 有 一 个 数 K， 使 得 


[g(x) | <K, 0<7r<a, 
如 果 0 志 t 志 xa， 有 19(t)| 二 KK， 则 (1) 给 出 

el<| Kdt=Kr, 0<r<o, 
车 当 0<<t<x<0 时 有 19(t)|<<Kt， 则 (1) 又 给 出 

[9(2)| <| Ktat = 3 Ez’, 0 和 zx 扫 4， 
如 此 继续 ， 则 可 得 出 

Ig(2) | < Kz", 0<z<a (2) 


对 一 切 正 整 数 ? 和 多 成立。 
为 要 严格 地 证 明 (2)， 我 们 采用 数学 尽 纳 法 ， 已 经 证 明 (2) 


® 4 *。 


当 n = 二 1 时 成 阅 。 假 设 〈2)》 当 rn =P 时 成 立 。 即 设 0 入 1 和 2z 和 0 时 
有 19(Cfj Kt?/JP!1。 把 这 一 假设 用 于 (1》 中 ， 我 们 得 到 


1 p 一 p+! 
gl < | BK dt = pK! 0<z<a。 


所 以 (2〉 当 n=P+ 1 时 也 成 立 。 故 (2) 对 一 切 4 都 成 立 。 
在 《2) 中 令 7=a， 上 且 令 n->co， 则 有 


gl) | <lim Ka 0. 


故 9(a) =0。 由 于 4 是 任意 的 ， 所 以 9 在 整个 [0，o2o) 上 等 于 零 ， 
考虑 由 等 式 h(7)=9( 一 7) 定 义 的 沙 数 hk。 因为 h 有 连续 的 导 
数 且 满足 (i) 和 (ii)， 根 据 已 经 证 得 的 结论 ，h 在 [0，52) 上 
必 等 了 于 零 。 所 以 9 在 ( 一口 ， 0 ] 上 也 等 于 零 。 
与 上 述 论证 稍 有 不 同 的 一 种 证 法 是 直接 证 明 下 面 形 式 的 不 
等 式 成 立 ， | 


gn) | < -a<z<a, 


然后 对 正 的 和 负 的 变 元 同时 获得 命题 的 证 明 . 
A-5。 给 定 椭 球面 在 点 〈zi，2:，24)》 处 的 切 平面 的 方程 
IT! | YY! | 221 


G 2 b? C2 = | 


它 在 zx，! 和 z 三 轴 上 的 截 距 分 别 为 


a: bb’ cc! 


Ti 


2 Yi 21° 
出 此 切 平面 与 三 个 坐标 平面 所 转 成 立体 的 体积 为 
和 73 多 


忆 


a:b 202 


V= 二 2 一 |。 (1) 
《如 果 z1y12, =0， 则 四 个 平面 围 成 无 界 区 域 ,) 因此 
V0b!o?( 轩 扩 王 ， (2) 
但 
(车 苦于) < 于 + 攻 + 攻 )- 二 
等 号 仅 当 三 六 = 如 = 二 ( 3) 


时 成 六 《算术 平均 值 与 几何 平均 值 不 等 式 )。 所 以 
V1> .05ab?0, V > 3abe, 


竺 号 仅 当 (zi:，2!1，2z1) 为 满足 (3) 的 八 个 点 中 的 一 个 时 成 
韵 ， 八 个 点 是 〈+ta/w3，+pb/w3，+c/w3)， 
当然 ， 限 制 (xz1,，y1，2z1》 为 精 球 面 上 一 个 点 ， 先 找 出 慰 
积 ziyizi 的 最 大 值 ， 因 而 求 出 Y 的 最 小 值 ， 这 也 是 可 行 的 。 
A-6。 对 于 单位 质量 的 一 个 质点 ， 牛 顿 运动 定律 采 取 形 式 


ap 
F= 力 =-。 
因为 已 给 7=at+bt:+cts, 


故 有 v= a +2bt+ ct, 


现 用 v 来 表示 力 F， 
PF? = 4b? + 24bct + 36c:+t? 
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=4D2+12cf201+3cr2)7 一 4D24+12c(0 一 G)。 


所 以 ” F=f(v)= +V 4b?~12ac+ 12cv, 
根 式 前 面 的 符号 应 取 与 2p + 6ct 相 同 的 符号 ,因为 当 问题 的 假设 
被 满足 时 ， 对 于 所 研究 的 时 间 区 间 ，dv/dt 不 改变 符号 ， 否 则 v 
将 两 次 取 相同 的 值 ， : / 
B~1。 如 果 K 上 两 点 9 和 b 正 好 是 同一 条 直径 的 端点 ,那么 就 
不 存在 从 ac 至 " 且 二 等 分 贺 盘 的 圆 弧 。 因 此 ， 我 们 可 以 这 样 选 定 
坐标 系 ， 使 得 长 为 单位 图 x* + y?=1， 同 时 4 和 2 分 别 具 有 坐 栎 
(c，d) 和 (c，- 由， 其 中 c<0。 
由 于 弧 Kk 把 圆 盘 分 成 面积 相 
等 的 两 部 分 ， 所 以 它 与 正 z 轴 必 
相交 于 一 点 e, 如 果 O 是 原点 ， 我 
们 即 得 K 的 长 度 >2ae>>2a0=2。 
B-2。 因 为 P 是 方程 为 y* = 
mz 芍 一 条 抛物 线 ， 所 以 P 的 任 一 
点 的 坐标 都 有 形式 4m1*，mt)， 
其 中 1 为 某 个 实数 ， 反 之 ， 每 一 
个 这 样 的 点 都 在 了 P 了 上。 与 P 在 
(mt*， mt》 处 相 切 的 直线 的 斜率 为 17 21。 
设 A 和 B 是 坐标 分 别 为 (ms*，ms) 和 Cmt?，mt) 的 两 点 。 
在 4 和 B 处 忆 的 两 条 切线 相互 垂直 的 充 要 条 件 是 (1/28)(1/21) 
= -1， 即 是 


st=~- 1, (1) 
4 


点 人 上 护 B 和 Pf 之 顶 尽 (0, 0) 所 成 三 角形 的 形 心 是 
: 2 2 z 
(FmCs: +t), sms+t)), 《2 ) 


® 87 ® 


如 果 垂 直 性 条 件 〈1) 被 满足 ， 则 该 形 心 必 在 一 条 新 抛物 线 
y! = 5m (x-) ( 3) 


上 。 反 之， 抛物 线 〈3) 上 的 任 一 反 〈z， 2 必 有 形式 〈2)， 因 
为 总 能 求解 方程 组 


Sm(s +1)=y, 


Sf= 


> | 一 


给 出 实 的 s 和 t+。 实际 上 ，s 和 《是 5- (3W/nos- 二 的 零点 ， 而 


这 个 二 次 三 项 式 又 有 正 的 判别 式 。 因 而 题目 中 所 考察 的 软 迹 是 
由 《3) 给 出 的 整 条 抛物 线 P,。 

于 是 ， 为 要 从 P 得 到 P: ,只 需 把 常数 从 mm 变 为 m/3， 并 把 项 
点 向 右 移动 m/6。 所 以 ,为 要 从 P ,得 到 ?, ,又 只 需 把 负数 从 mm/3 
变 为 (mV/3)/3， 并 把 顶 所 再 向 右 移动 (m/ 3)/6。 因 此 了 ,的 方 
程 是 


6 18 
继续 这 种 推论 ， 可 以 看 出 P, 具 有 方程 
2 1, 1 1 1 ,,， 
ink Siar ek Tr eTE 


-人 0) 


B-3。 设 P 是 距离 球 心 为 的 一 点 ,我 们 把 实心 球 看 作 许 多 薄 
同心 球 壳 体 的 一 个 并 集 。 对 2 的 引力 是 各 个 壳 体 的 引力 之 和 .所 
有 这 些 引力 都 作用 在 同一 个 方向 ， 所 以 可 把 它们 的 量 值 简单 相 


加 。 
距离 球 心 为 ， 肥 上 度 为 A 的 壳 体 体积 近似 地 等 于 4xs*As, 质 
量 近似 等 于 4rp(s)szAs, 所 以 当 r>s 时 该 沉 体 对 P 的 引力 值 近似 
等 于 
47P(S73 4s ， 


7 
当 r <<s 时 引力 值 为 等 。 因 此 对 P 的 总 引力 的 精确 值 是 

| 人 起/ 之 RR， 

| PS ds ， 尖 /> 有 R。 


0 


已 知 当 rf 二 R 时 FR =kr*， 套 有 
kr? -| 2 r<R, 
0 


Fr 
我 们 必须 解 册 pp。 两 边 乘 以 天 ， 然 后 关于 r 徽 分 则 得 
4Kr3 = 4TPCr)r 
所 以 p (7) = 二 r 
即 为 所 要 求 的 0 之 表示 式 。 
把 p 代 入 (1)， 就 有 


R 生 
F=.47 | ks G2 gs = KR ， rr>R, 
ri: jon rr 


B-4， 容 易 得 出 h,=2Cn+1)"rin-"(2n+1)"!。 渤 周 由 下 式 
定义 的 疮 数 9 
gx) =log 2 + (x+1)log(x+ 1) ~ xlogx -log(27x+ 1)。 
则 当 0<z<coe 时 有 
g'(72)=log(x+1)~logx—~— 


2 
27+1! 


* B89 s 


1 4 


1 
一 一 十 
2 《28 十 1 


1 
Zrt Cr+1)? < 
内 此 9 在 〈0，ce) 上 单调 减少 。 由 于 


+1 — lim 2 
zx sc 2X+1 


0, 


limg’/(x) =lim log( = 0， 


又 知 9/ 在 〈0，ce) 上 为 正 。 因 而 g 在 〈0，ce) 上 单调 增加 ,所 
以 n 为 正 整 数 时 hi, =expg(n) 是 一 严格 增 序列 ， 

B-5。 证 明 本 题 以 及 许多 类 似 问 题 的 关键 是 知道 大 于 
(1+w 3)” 的 下 一 个 整数 是 (1+v 3)”+ (1-w 37)2。 我 们 
先 证 明 这 一 点 。 事 实 上 ， 对 每 个 正 整 数 x， 都 有 整数 4, 和 B,, 使 
得 成 立 

(1+v 3)”"=A,+B, 3 
及 (1-vV 3)’"=A,~ Bw 3. 
因而 (1+ VV 3 )24+ (1~V 3)”"=24, 也 必 是 一 个 整数 .由 子 
上 -31<1， 故 0<(1-w3)2<1。 所 以 24, 确 是 大 于 (1+ 
w 3 )2 的 下 一 个 整数 ， 

于 是 问题 变 为 证 明 24, 能 被 22+1 除 尽 ， 或 人, 能 被 2" 除 尽 ， 

我 们 用 轨 纳 法 证 明 对 所 有 的 ,4, 和 8B8, 二 者 都 能 外 Q2" 除 尽 ，。 
因为 4, =4 和 B, =2， 故 命题 当 n=1 时 成 立 。 假 设 命题 当 n=k 
时 成 立 。 则 有 

ApritBiriv 3 =(1+v 3)(A,+ Br 3) 
=(4A,+ 6B;,) + (2A+ 4Bi)W 3 ， 
所 以 A ,=2(2A,+ 3B;), Bryi=2CA; + 2B;)。 
由 归纳 假设 显然 444 1 和 B44 ,二 者 都 能 锌 2*! 除 尽 ， 命 题 当 = 
kK+I 时 也 成 立 。 故 命题 对 任意 正 整数 4/ 均 成 立 。 本 题 获 下 ， 
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B-6。 设 圆 之 半径 为 ", 如 果 把 圆心 选 为 卡 氏 坐标 系 的 原点 ， 
则 质点 的 坐标 为 (rcos6，rsin6)， 其 中 9 是 时 间 丧 函 数 。 短 分 
两 次 之 后 ， 可 以 看 出 加 速度 矢量 是 


r- (~-sing，cosb)+r@O2( ~cosg，-~sinb)， (1) 


其 中 ww=ad0/dt 为 角 速 度 。 由 于 (一 sin86，cos8) 和 《~cos6，, 
~ sin6) 为 切线 方向 和 内 法 线 方向 的 正 交 单位 矢量 , 故 看 出 〈1) 
之 两 项 分 别 是 加 速度 前 切 向 分 量 和 法 向 分 量 ， 因 为 @ 关 0, 所 以 
加 速度 矢量 决 不 为 零 。 因 为 开始 和 末了 都 有 2 =0， 由 罗 尔 定理 
必 存 在 一 中 间 时 刻 ， 使 得 4@/dt =0。 又 因为 ro 二 0， 所 以 此 时 
加 速度 矢量 党 半径 指向 图 心 ， , 
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上 午 试题 
A-1。 设 数列 {a,} 满 足 条 件 ， 


(2~an,)an+i1= 1, 1 之 工 。 
试 证 当 p-> co 时 lima, 存 在 且 等 于 1。 
A-2。 设 一 实 值 连续 函数 对 于 所 有 实 zx 利 ! 满 足 遂 数 方程 
fv r+y )=/(7)1(Y)., 


证 明 fr) = Cf (1 
A-3。 给 定 一 平面 图 形 (图 22) 以 及 在 该 平面 内 但 不 在 线 
段 *;，s，，…，3e 上 的 任意 两 把 Q 和 @:。 证 明 连 结 @, 和 Q@: 且 具 
有 下 述 性 质 的 折线 P 不 存在 (i》P 罕 过 每 一 3 人 =1，2，…， 
。91 。 


6》 恰 有 一 次 ，(ii) 了 不 与 它 自封 相交 ; (iii》P 不 通过 任 一 个 
顶 扩 VY 1,，V,,，Vs，V, 

A-4. 一 门 海岸 炮 在 一 固定 生 直 
平面 内 能 以 0" 和 90" 之 间 的 任 一 体 角 
发 雹 。 如 果 空气 阻力 忽略 不 计 , 炮 弹 
离开 炮 曲 时 的 初速 为 一 常数 (=V,)， 
试 求 出 该 平面 内 位 于 水 平 线 上 方 能 
被 炮弹 击 中 的 点 的 集合 H., 

A-5。 设 41，0b1， C1 均 为 正 数 ， 
其 和 等 于 1。 对 84= 1，2，… 定 义 

G 1 一 632bc,0， =0b? + 2c00 Cr4! =C2 + 9290.0,. 

证 明 当 n->co 时 a,，、，0,、c; 的 极限 都 存在 ， 并 且 求 出 这 些 极限 ， 

A-6。 一 个 3 x 3 和 矩阵 的 行列 式 等 于 零 ， 且 其 任 一 元 素 的 
余 因 子 等 于 该 元 素 的 平方 。 (ai;jy 的 余 因 子 是 划 去 第 i 行 和 第 7 列 
后 得 到 的 行列 式 与 (~ 1 关 揭 乘积 ,) 试 证 趾 阵 中 每 个 元 素 都 为 
零 。 


下 午 试 是 

B-1。 设 函数 /《?x) 满 足 1(1) =1， 且 对 x 之 1 
有 f(D spray 
斌 证 极限 limf (zx) 


存在 ， 且 极限 值 小 于 1+T/4。 
B-.?。 设 F(z) 是 一 定义 在 闭 区 间 [0，1] 内 的 可 微 函 数 ， 满 
是 f(x) <M, 0<7<1, 
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试 证 i fendr -i > /()| < 


B-3。 设 +，y 为 平面 内 捉 的 卡 氏 坐标 。I 表 示 线 段 1<x<<3， 
y=1。 对 于 I 上 的 每 一 扩 P, 在 连结 原 扩 与 P 的 线段 上 取 一 后 P”， 
使 得 距离 PP 等 于 1/100。 当 P 沿 [运动 时 ,对 应 点 PE 沿 某 一 曲线 
C 运动 。 设 iD 和 1CC")) 分 别 是 1 和 C 的 长 度 。 问 iD 和 i(C"*) 哪 
一 个 较 大 ? 证 明 你 的 结论 。 
B-4。 设 P(z)=z?+az+b 是 一 具有 复 系 数 4，6 的 复 变 量 z 
的 二 次 多 项 式 。 又 设 对 满足 |z| = 1 的 每 一 个 z 均 有 |P(z)| =1，。 
试 证 8 =6=0， 
B-5， 设 4，050，c，d 为 不 
辐 整数 ， 使 得 
(rT—~a)(z~b)(r-c) 
(TIT—-d)-4=0 

有 一 个 整数 根 *。 证 明 
dr=at+b+ct+d, 

B-.6，OX，OY，0OZ 是 互 
相 垂直 的 直线 、C 是 OZ 上 一 中 
点 , 口 和 V 分 别 是 OX 上 和 OY 上 
的 两 变 点 。 一 后 上 使 得 EU ,PV,， 
PC 相互 垂直 ， 试 求 点 忆 的 轨迹 。 图 23 


解答 


A-I， 在 分 析 形 如 ay ,= /oa,) 的 递 推 式 时 ， 常 常 先 用 图 示 
法 。 即 在 同一 个 坐标 系 中 先 作 出 /的 图 形 和 直线 ! =z。( 本 题 中 
f(z)=1/(2 一 Xx)) .然后 从 直线 上 一 点 (41，914) 弄 发 向 上 或 向 下 
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移动 到 图 形 上 一 点 (4，,，4;)。 然 后 又 水 平地 移 回 到 直线 上 一 所 
(4,，4,)， 然 后 表 屡 直 地 移动 到 (4，,，，as)， 等 等 。 依 次 连结 这 
些 点 则 形成 一 条 护 线 。 如 果 序 列 {o,} 收 钙 于 极限 工 , 则 折线 必 上 收 
钱 于 CL，L)， 而 且 ， 者 L 是 的 一 个 连续 点 ， 则 f(L)=L，。 常 有 
可 能 一 看 便 明 白 序 列 的 变化 情形 。 例 如 对 于 本 题 ， 显 然 从 任 一 
古 出 发 《只 要 不 磁 到 1 无 定义 的 尽 2) 的 六 线 最 后 必 到 达 (1，1) 
的 左下 方 区 域 ， 而 且 要 继续 向 着 点 (1,1) 人 靠近， 
下 面 来 论证 这 个 过 程 ， 先 证 明 


TY 忒 (1) 


2 一 并 
对 z< 2 成立。 事实 上 ， 由 


1 -人 (1-2)- 
2 一 了 2 一 并 


立即 知 (1) 为 真 。 又 若 z 和 1， 则 1/(2 一 x) 志 1。 
设 1<as<3/2。 可 断 育 对 某 个 8， 必 有 an > 假若 不 然 ， 


由 (1) 可 得 1<al<a,<<3, 所 以 {aos} 是 收敛 的 ,比如 收敛 
于 二 则 1<L<3， 且 f(L) =L， 但 这 样 的 L 并 不 存在 , 因此 有 


,之 说 ， 从 而 on+:<1。( 注 意 . 由 于 序列 满足 给 定 递 推 式 ， 我 


们 不 必 担 心 对 某 个 K 成 立 aw= 2 的 可 能 性 。) 所 以 总 有 一 个 指标 
使 得 cs 和 1。 故 有 
0 和 0 和 0 入 … 生 |。 
因此 ， 序 列 收敛 于 一 数 M， 且 /(M) = M。 这 即 蕴涵 M = 1。 
A-2。 因 为 0" 无 定义 ， 所 以 满足 已 给 函数 方程 的 实 值 连 续 
函数 fx) 兰 0 并 不 满足 关 素 式 F(0) = [Lf(1)3"， 因 而 题目 要 稍 加 


Se df 。 


条 件 限制 。 
假定 对 某 个 y。、， 有 f(y。) 二 0。 由 于 
ff YO) = rt ys )=f( -72)fy 0), 
故 对 一 切 z 有 fCx) = 了 (一 x)=f( zDD. 现 用 归纳 法 证 明 对 任意 正 
整数 x 和 任意 实数 x， 成 立 
flv nz)=[f(7)", (1) 
(1) 对 n=1 显 然 为 真 ， 假 设 (1) 对 n=k 为 真 ， 则 有 
f(VE+t17)=f(V kt 7D=f1(V (VV ke) + 7) 
=J(V Ek 2)f C7)=[Lf C7) 7) 


=[f (Cx)!, 
所 以 (1 对 一 切 正 整数 都 为 真 ， 
如 果 p 和 4 为 非 零 整 数 ， 则 有 
f(D)=f P|)D= fp 1) = C70) 


及 fpD=f(V| 卫 |)=[7(|2|)]. 


由 此 二 式 即 得 
[7 全 ) = (2) 


如 果 f(1)>>0， 则 又 得 
[7 到) =EFGD32e， 


这 就 说 明 ， 要 求证 明 的 结论 对 x 的 一 切 有 理 值 (或 许 除去 ?= 0) 
成 立 。 根 据 连 续 性 ， 结 论 必 对 xz 的 一 切 恒 成 立 。 

如 果 f(1) =0， 则 对 一 切 非 零 整 数 和 9，(2) 列 涵 帮 p/9) 
=0， 所 以 f(x) = 0 对 一 切 有 理 数 x 成 立 ， 因 而 对 一 切实 数 ? 亦 成 
立 。 
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最 后 证 明 不 可 能 有 /17?<0。 事 实 上 ， 若 ?为 偶数 4 为 奇数 ， 
则 方程 (2) 董 通 /(p/q)>0. 因 此 帮 z)>0 对 z 的 一 个 稠密 集成 立 ， 
所以 (x) 之 0 对 一 切 X 成 立 ， 特别， 有 (1) 之 0， 

A-3。( 人 参看 图 22) 先 给 出 一 个 引 理 ， 

在 由 三 角形 确定 的 一 个 平面 内 有 一 条 折线 ， 如 果 它 不 经 过 
三 角形 的 顶 扣 ， 它 穿 过 三 角形 的 每 条 边 恰 好 一 次 ， 它 的 两 个 问 
所 又 都 不 在 三 角形 的 边界 上 ， 则 此 折线 必 有 一 个 端 所 位 于 三 角 
形 内 部 ， 

假设 存在 如 题 所 述 的 一 条 折线 P.。P 容 过 每 个 三 角形 
VV,V,，VV Vs 和 VVsV ,的 每 条 边 恰 好 一 次 ， 则 由 引 理 这 些 二 
角形 的 每 一 个 内 部 都 必 有 的 一 个 端 扩 。 但 这 些 三 角形 内 部 互 
不 相交 ， 了 又 只 有 两 个 端点 ， 押 以 这 是 不 可 能 的 。 

引 理 的 证 明 。 设 IT 为 三 角形 ， 设 以 8 和 89, 为 端 反 的 折线 P 
满足 引 理 条 件 。 

如 果 Q ,在 T 的 内 部 ， 则 引 理 已 成 立 ， 因 而 假定 81 在 T 的 外 
部 ， 当 我 们 沿 着 P 从 9 1, 移 问 鲁 ;时 ， 我 们 只 过 到 外 扣 ， 直到 我 们 
穿 过 T 的 第 一 条 边 为 止 ， 然 后 我 们 只 遇 到 内 点 ， 直 到 我 们 穿 过 
T 的 第 二 条 边 为止 。 此 后 我 们 又 只 过 到 外 点 ,直到 我 们 罕 过 全 的 
第 三 条 边 为 止 ， 而 且 从 这 里 开始 ,包含 端点 8 在 内 的 所 有 后 全 
在 T 的 内 部 。 所 以 Q; 是 一 个 内 后， 

A-4。 取 炮 口 为 坐标 原点 ， 垂 直 发 射 方向 取 为 y 轴 正 问 ,水 
平 发 射 方向 取 为 < 辅 正 向 ， 建 立 坐 标 系 。 对 于 给 定 角 4 和 给 定 初 
始 条 件 ， 运 动 方程 

dz dy 


dr qr 4 


导致 解 Xx=votcosa,，y=votsineg ~ a9t’, 
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消去 ! 得 y= ztge ~ > XSec 0 
0 


对 于 一 固定 正 数 ?， 上 式 可 以 写 为 


2 人 
UX gz" 
7 29 2v0 20 mor (te 


gr) ， 
由 此 易 知 ， 能 够 选取 5 以 使 点 〈z，2#) 被 击 中 的 充 要 条 件 是 


_ gx” 
y< 0 39 2v% ” 和 
为 要 击 中 点 C0， 坊 ， 则 应 销 直 向 上 发 炮 ， 即 取 a = 90" 这 时 关 
和 沼 娄 六 狂人 写成 


所 以 估 侈 击 到 (0 的 充 要 条件 显 然 是 j<o3/25 因此 ， 所 要 
求 的 集合 五 由 不 等 式 (1) 及 0 委 z，0<<! 定 义 。 
A-5。 首 先 注 意 到 
Qn+i+ bnrit Catt= (0+ 0b,1+ Cc,)’, 


所 以 由 归纳 法 知 对 一 切 k 都 有 as+ bs+ cs=1。 而 且 所 有 Qs,，6; 和 


Gr 也 全 为 正 数 ， 
定义 B,=max(a, ,b,c;) 和 FF,=min(a,,b,,c,)。 若 能 证 明 
下 述 事 实 ， 
F<PF,<PF, P,P 
<E,: <bE,<: "AE,<E,<E,, (1) 


lim(E ~ F.,)=0, (2) 


则 根据 (12》 和 (2) 即 知 EB, 弱 单调 碱 小 到 某 个 极限 L，F。, 弱 单 调 增 
大 到 同一 极限 工 。 因为 F, 志 4, 专 E,, 所 以 必 冀 涵 41~*>L， 同 理 苗 


涵 b, 一 L 和 cs。~> 上 LL， 由 于 4, +bs+ cs=1， 故 L==， 
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为 证 明 (1)， 假 定 对 某 个 n 值 有 a, 之 5, 宇 c,。 则 在 方程 组 
0 1 一 03 十 DC 十 DCc， 
1 一 Gncn 十 器: 十 GnCn (3) 
Ci 1 一 GD,+aD +Cc: 
的 每 个 方程 中 ， 其 右边 部 分 均 小 于 或 等 于 a? + ab + ac， =a,， 
且 又 均 大 于 或 等 于 avcs + bscn+ c = cs, 因 此 有 Est1 志 E, 和 Fs 
之 PF,， 故 得 证 (1)， 
为 证 明 (2)， 仍 假定 对 某 个 hn 有 4, 宇 6, 宇 c,， 
今 a, 一 ,一 4 之 0， 
b, —c,= B=0, 


Qa,~Cn=0=a+B>0. 


则 [lan+1 ~ bo+1|= |)as ~b,||a,t+ bs,—2c,| 
=Q(6+B)= (6- BC0+8) eo’, 
lasti~ Cr+i|=|4a,— ce ||a,t+ ce —20,| 
=0ja~Bl<o(a + Bb)=0°, 
[ent+i ~ bn#+i1|= 160s ~ cs||20,~O,— ca 
z =B(e +O0)<(O-0 (0 +a) a, 
这 组 不 等 式 表 明 对 所 有 ?成 立 
忆 -P<(E,~F,)", 
所 以 对 所 有 n 成 江 


Er -Fr<(E, ~F)2, 
因为 已 给 BE <1 和 Fi >0， 故 BE ~Fi<1, 从 而 得 到 (2)。 本 题 证 
毕 ， 

A-6。 设 A 是 一 n xn 和 矩阵 (n>>1)， 设 8B 是 其 余 因 子 构成 的 
矩阵 的 转 置 秆 阵 。 通 常 称 B 为 4 的 伴随 盾 阵 。 则 AB= BA = 
《det4)T, 这 里 1 为 单位 和 矩阵。 而 且 , B 的 伴随 矩阵 为 (det4)™ “4 
(对 n= 3 的 情形 可 直接 验证 )、 假 定 4>> 2， 则 列 普 着 ， 如 洒 人 为 
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奇 噶 征 阵 ， 则 中 的 秩 至 多 是 0 ~ 2， 即 四 的 所 有 (~ 1) x Cn 一 二子 
行列 式 均 为 零 。 


对 于 本 题 ， 令 
a bare 
“| d e ff | 
qhi 
则 已 知 条 件 蕴 涵 


G2 dz g? 
一 | b: e?: h? | 
| f° i 
我 们 来 证 明了 的 元 素 至 少 有 一 个 为 鹤 。 因 为 也 的 所 有 2X 2 子 行 
列 式 均 为 零 ， 所 以 特别 有 
625e2 一 pp2d: =0, 
5212 -~ ce:=0, 
c2d2 ~ a’f:=0, 
由 此 得 ce= +bd， 
bf= 土 ce， (1 
cd = +af, 
如 果 这 些 方程 中 负 号 都 正确 ， 则 把 它们 一 起 相 飞 就 得 出 abcdef 
= 一 Gbcdef， 故 可 断言 4，6，c，d，e，f 中 必 有 一 个 为 零 ， 所 
以 B 有 一 个 零 元 素 , 男 一 方面 ， 如 采 (1) 的 至 少 一 个 方程 中 正 号 
正确 ， 则 和 的 一 个 2x 2 子 行列 式 为 零 , 所 以 BB 仍 有 一 个 零 元 素 ， 
任 一 秩 为 0 或 1 的 和 矩阵， 如 果 它 至 少 有 一 个 等 元 宗 ， 则 它 必 
有 一 整 行 或 一 整 列 零 元 素 。 事实 上 ， 若 有 零 元 于 的 一 列 不 全 为 
零 ， 则 此 列 生 成 列 空 间 ， 其 他 每 一 列 都 是 它 的 一 个 信 数 ， 所 以 
必定 出 现 一 整 行 零 元 素 。 故 知 B 有 一 整 行 元 素 为 零 ， 或 有 一 整 
列 元 素 为 零 。 相 应 地 ， 4 也 有 一 整 行 元 素 为 零 ， 或 有 一 整 列 元 
。99 。 


察 为 等 。 于 是 和 4 的 所 有 其 他 元 素 的 余 因 子 均 为 零 ， 这 就 说 明 8 
的 所 有 其 他 元 崇 必 均 为 零 。 所 以 A =0， 得 所 欲 证 。 
B-1。 因 为 1 /处 处 为 正 ， 故 /严格 递增 ， 从 而 
fC1)>101)=1, 1>1. 


、 jp 1 1 
所 以 大 (5 TT Hi t>1, (1) 


于 是 fo)=1+| 7CDdt<l+r|， rdt 


由 于 /递增 且 有 和 界 ， 所 以 limf (z+) 存 在 且 至 多 为 1+ Xx/4。 再 
由 (1) 便 得 到 严格 的 不 等 式 ， 
dt 


各 _ | f 
limf(z)=1+ | 1 (dt<1+| Te 


=1+ 闻 ， 
8-2. 令 忆 =|， 
由 于 /是 可 微 的 ， 因 而 是 连续 的 ,所 以 由 积分 中 值 定理 知 必 存 在 
一 数 亿 ， 使 得 


Kk-1 no k_ 
nn 所 


ja f(x)dz Lj(=) ,K=1,2, ‘hh, 


Kk/ z 1 
[fds = Om). 
(于 一 下 7 1 


由 微分 中 值 定理 又 知 必 存 在 一 数 &6， 使 得 
伯 达 65h 芝 (k/n) 9 


fGo ~ f(E)= (mh Tt)f Ce), 
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于 是 1B1 = 二 | fo -7()| 


=1|m- 5|. |f (8) | 二 M。 


因此 jira 3 > f (= )|= [2 5|<¥. 


B-3。 引 用 极 坐 标 ， 则 已 给 线段 1<x<3，y = 1 在 直线 7, = 
csc9 上 ， 且 曲线 C" 的 方程 为 r。 = cscb 一 h， 其 中 h=1/100。 于 是 
所 考察 的 强 长 由 下 式 给 出 ， 


arcig 1 ”OO 
1(1) = VY 2 + (A 
( 9 | '1 +( do ) ad0， 


arctg 1 一 
el (全 ) 加 
显然 有 dr /db6=dry/d0 和 rr <r， 所 以 !CC” )< 王 1 。 

B-4， 已 给 P(z)=2z2+az+Db。 令 ac=p+ig b=r+is, 其 中 
p，4，7?，s 均 为 实数 。 可 以 得 出 |PCD|= -了 | = [| = 
[有 一切 | 一 1 及 

LP(1712= |1+p+tiaqt+tr+is|’ 

=1+p*+qg:+r2:+s*+2p+2r+ 2pr + 245, 

IPC~1)| := |1-p~igtr+is|’* 

一 1+p2+q2+r+3S 一 2D+27r 2Pr ~ 245, 

IPO))?=| -1+t+ip-gt+r+is)? 

1+pD*+q:+r:+Ss?+24- 2r~24 + 2ps, 

IPC(~i)|:=|-1-ip+gtr+is}’ 

=1+p:-rq:+r:+S~ 24-— 2r + 24 ~ 255。 
把 这 些 方 程 相 加 ， 得 
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4=4+4(p*+q’+r?:+s’:), 
由 此 得 P=4q=r=s=0， 所 以 a=0=0, 
注意 ， 利 用 一 个 扎 异 的 单位 根 集合 ， 同 样 可 以 得 到 证 明 ， 
如 果 & 是 一 个 nn 次 本 不 单位 根 ，n 汪 2， 则 


n= 之 |PCES)| :=n(1+ |al*+ 16|), 


于 是 得 出 a=5=0。 利 用 一 个 积分 来 代替 和 数 也 可 以 得 到 证 明 ， 
因为 对 所 有 实 的 96, 有 
1 = |PCe'®)| 2 (ei9 + ae't +b (ei 4 Ge-i bb ) 
= be+ (at+ab)e’s+1+|lal?+|6)? 


十 《G 十 abye™i* + be- 2 
如 果 在 L[0，2z] 上 积分 这 个 等 式 ， 则 有 
2x=2X(1+ al :+ 1 2)， 
于 是 依旧 得 出 a=b=0.。 
B-5。 因为 7 是 一 根 ， 故 
(r ~ a)lr~b)(r -cd)=4, 
又 因为 4，5，c，d 是 不 同 的 整数 ， 居 了 一 9， r-b, r-c, r-d 
也 是 不 同 的 整数 ， 且 其 乘积 等 于 4, 但 有 弱 积 为 4 的 四 个 不 同 整 效 
的 集合 只 有 一 个 ， Bh{1,， ~ 1，2，, 一 2)。 因而 
(r-CG)+Cr -0)+Cr 一 c)+r-ad)=1-1+2-2=10。 
所 以 Ar=a+b+ct+d. 

B-6。 解 法 一 ， 取 OX，0Y，02Z 为 坐标 轴 ， 令 U = (4，0， 
0)，Y= (0，U，0)，C= (0，0，c)。 设 P(z,Vy，2) 是 轨迹 二 的 
一 点 。 则 (Xz-w，y，2)，(X、Y 一 v0，2) 和 (CX, y，2 一 0) 必 是 互 
相 垂直 的 矢量 。 所 以 


X22+t y+2 :=X%+ Yv, 
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Te 十 护士 2 一 2 二 2C9 (1) 
TY + 22= yu +2c, 
相 加 后 面 两 个 方程 ， 再 减 去 第 一 个 方程 ， 得 
zz 二 1 二 22 一 2zc， (2) 
所 以 了 在 以 5 为 球 心 ， 以 iCO| 为 半径 的 球面 2? +y?+(z~c)! 
=c>* 上 。 注意 车 c=0， 即 C=0, 则 ?了 必 是 0 .但 这 时 PC 已 不 是 一 
直线 ， 所 以 没有 轨迹 。 因 此 假定 c 关 4。 
由 (1) 又 看 出 zw=yv=zc， 所 以 ， 若 ?二 0, 则 x 与 y 都 不 为 
0。 若 z=0， 则 由 C2》 知 XY=y=0, 
反之 ， 如 采 了 = (z，2，2) 是 球面 (2) 上 渍 足 xy 志 0 的 任 
意 一 点 ， 则 z 志 0, 且 
W=2c/7T, UVU= 2C/Y 
给 出 (1》 的 一 个 解 ， 所 以 矢量 PU, PV 和 PC 两 两 重 直 ， 如 果 P = 
O, 则 对 任 取 的 非 零 的 4 与 "，PU，PV 和 PC 都 两 两 牌 二 。 因 此 ， 
所 求 的 轨迹 为 一 去 掉 两 个 大 园 但 包含 0 点 的 球面 ， 
解法 二 利用 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 等 于 和 斜 边 之 半 这 个 
定理 可 以 给 出 本 题 一 个 初等 的 综合 证 明 。 设 MM 是 UV 的 中 点 。 如 
果 P 在 轨迹 上 ， 则 CP 垂直 于 平面 PUV， 且 人 UPV 为 一 直角 。 因 
为 PM 是 APUY 的 一 条 中 线 ， 
OM 是 八 OUV 的 一 条 中 线 , 根 
据 上 面 所 引述 的 结果 ， 有 PM 


= UV =OM。 直 角 三 角形 


CPM 和 COM 有 一 条 公共 的 斜 
边 CM， 又 有 一 对 全 等 的 直角 
边 ,所 以 这 两 个 三 角形 全 等 ， y 
从 而 CP=CO， 客 在 以 LC 为 球 
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心 ，CO0 为 半径 的 球面 上 。PU 和 PV 是 该 球面 的 切线 。 
反之 ， 设 了 是 球面 上 的 任意 一 操 ， 并 设 在 P 处 的 切 平面 与 
OX 和 OY 分 别 相 交 于 U 和 VY。 因 为 PM 和 MO 都 是 从 球面 外 一 点 


M 所 引 球面 之 切线 ， 所 以 PM=MO. 但 OM= 30V， 故 PM = 


了 UV。 由 所 引述 的 平面 几何 定理 之 逆 定 理 ， 便 知 人 UPV 为 一 


直角 ,由 于 PU 和 PV 都 在 球面 的 切 平面 内 , 显然 人 CPEV 和 人 CFU 
也 都 为 直角 ， 
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上 午 试题 


A-I， 设 2 为 一 复数 ， 满 足 | z| =1. 问 | 2* z+2| 的 最 大 信 
是 多 少 ? 

A-2。 相 切 的 两 个 球面 有 一 公共 的 切 能 面 。 这 二 个 曲面 把 
空间 分 成 许多 部 分 ， 只 有 一 个 “环形 ”部 分 由 所 有 三 个 曲面 国 
成 。 假 设 两 个 球面 的 半径 分 别 是 r 和 R， 试 求 “环形 ” 部 分 的 你 
积 。( 管 案 要 求 表 为 和 RR 的 有 理 函 数 ,) 

A-3。 设 {c,} 是 一 极限 为 0 的 递减 的 正 数 序列 ， 使 得 对 一 切 
P 有 

b=a, -20 +0 之 0。 


my 


试 证 >, nb,= 01, 


= 


A-4。 设 也 是 半径 为 r 的 一 个 图 所 围 成 的 平面 区 域 。 变 (2， 
小 是 D 的 一 点 ， 并 考虑 以 (z， 切 为 圆心 6 为 半径 的 一 个 图 。 用 


TO4 。 


汶 x，y) 表 示 此 图 在 D 外 边 的 那 段 纺 的 长 度 ， 试 求 


tim ||1Cz, Wdedy, 


A-5, 设 X,， ***y zt, 表示 nt 次 单位 根 ， 计算 
[| Cx;~ 2)? (i<), 
A-6。(i) 一 个 力作 用 在 一 闭 平 面 曲线 的 元 素 ds 上 ， 这 个 
力 的 量 值 为 r" 'ds， 其 中 + 是 在 所 考察 的 点 的 曲率 半径 ， 这 个 力 
的 方向 垂直 于 曲线 ， 且 指向 曲线 的 凸 侧 。 证 明 作 用 在 曲线 所 有 


元 素 上 的 这 个 力 系 保持 平衡 。 
(ii) 证 明 
2 24.5 24 6.; arcsin x 
T+ 28+ 全 一 25 + 二 一 一 2 十 二 = 
3 3 5 3 57 Vv 1-72 


下 午 试题 


B-1。 设 f(x) 为 一 有 根 X,，7X, 和 zs 的 三 次 多 项 式 ， 又 设 
f(22) 能 被 1'(z) 除 尽 ， 试 计算 比 X1:X,:7，。 
B-2。 一 动 贺 运 动 时 总 是 与 一 通常 直角 坐标 系 的 所 有 三 个 
坐标 面 保持 切 触 。 试 求 圆心 的 轨迹 。 
3-3。 如 有 果 n 为 一 正 整 数 ， 试 证 
[n+vVnt+ll=[v 4n+ 2]， 
其 中 [x] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 。 
B-4。 用 min(x，y) 表示 z 和 2 两 个 数 中 的 较 小 者 。 问 和 为 
何 值 时 ， 方 程 
| mincs, Wf dY = (7) 
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在 (0，1) 内 有 不 但 等 于 零 的 连续 解 ? 这 些 解 是 什么 ? 

B-5。 当 0 三 1t 志 1 时 ， 满 足 条 件 la +t bt+ 1 | 过 1 的 数 对 (aq， 
b) 布 满 (4，6b) 平面 内 的 某 个 区 域 . 问 这 个 区 域 的 面积 等 于 多 
少 ? 

B-6。(i) 设 Y,，V:，Vs 和 Y 是 立方 体 的 四 个 顶点 ，V1， 
:和 Y : 均 是 Y 的 邻接 所 , 即 线段 YY YY ,和 VV 均 是 这 方 体 的 
棱 。 把 立方 体 正 交 投 影 到 一 个 平面 ， 并 采用 复数 来 标记 该 平面 
上 的 点 〈z 平 面 ， 高 斯 平面 )。 设 Y 的 射影 为 原 氮 ，VY:，Y :和 Y 
的 射影 分 别 用 复数 z:，z: 和 zs 作 标记 。 试 证 zi+zs+zs=0. 
(ii) 设 a 为 一 行列 式 ， 其 中 每 一 个 对 角 线 元 素 的 绝对 值 均 大 于 
它 所 在 行 的 其 他 元 素 的 绝对 值 之 和 ， 即 

laii| 过 | ai + lc +t "+ lai9i-1 | 
+ laiyiri| + + join | 


试 证 此 行列 式 不 等 于 零 。( 考 察 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 ,) 


解答 
A~1。 令 /(z)=z: 一 z+ 2。 不妨 先 求 |/(z) 上 :的 景 大 信和 ,如 
果 jz|= 1， 则 z 王 2Z+70， 其 中 y?=1-7x”， -1 委 2 委 1， 于 是 
[fC62) 和 = I(r+iy)s— (r+iy)+ 2|? 
=| X337(1 -2:)~7x+2 
+iy(372 ~ (1-7:)—-1)) 
= (42x3 ~ AT+2):+(1-2£2)(4r? — 2): 
= 1672 ~ 47: ~ 167+ 8=L(7), 
四 出 取 求 max L(x), 这 个 最 大 值 必 在 一 个 临 洁 后 达到 ， 或 是 在 
一 个 端点 处 达到 。 解 方程 L'(x) = 487x? ~ 8z ~ 16= 0 得 临界 点 为 
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L(~1)=4, 1(-=)=13, L(3) = L(1)=4, 


故 知己 的 最 大 值 为 13，， 最 大 点 是 z= ~ 二 所 以 当 Rez= 


~ 三 , 即 当 z= (~1+ivV3)/2 时 , |f(z) | 在 单位 加 上 取得 最 大 


值 为 v13， 

A-2。 解 法 一 ， 设 “为 锥 面 角 ， 两 球面 的 位 置 如 截 痕 图 (图 
25〉 所 示 、 球 心 在 0 ,和 和 0，， 坐标 系 原点 在 切 点 9， 

较 大 图 的 方程 是 X* + y? + 2Rx=0， 

较 小 圆 的 方程 是 XZ” + y? -2rzx= 0， 


Pp Rr 


由 图 可 知 sine = 55- Rir’ 
从 而 C08S?a 一 4Rr (RTMD2 

我 们 来 计算 由 面积 4,4,B,B, 绕 x 轴 旋 转 所 产生 的 平 截 头 
圆锥 体 的 体积 V:。 因为 


较 大 包 体 的 怀 积 = TAB “BT 


一 57R “CO0S2C Retg a cosa 
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_ 16x Rs r2R? 
3 (R-II)CR+r)s ” 


16r ., rR? 
故 它 们 的 差 为 
_ 6 下 rR? /pz 2 
Y ) 一 3 TRI (R + RrY+r )》, 


设 V,: 和 Vs 分 别 是 含 于 平 截 头 圆锥 体内 的 较 大 球 截 形 和 较 小 球 
截 形 的 体积 。 则 有 


0 
V ,= z| 《一 2X2 2RI)dzr 
Risina—1) 
x 0 ATR:r2? 
= -Re | = (3R+r 
| 3 Rosina—1) Rr )， 


这 里 利用 了 Rsin a -1)= 2Rr/(R+r)。 同 样 有 
y， =z| “人 _ 2 上 2rzydw 


人 3 r(1+sin a) 
= 可 -+rz? | 
3 0 


A Rr 
3 (R+r)’ (K+ 37), 
于 是 ， 要 求 的 体积 由 下 式 给 出 ， 
4x Rr? 
Wi VV RT 

X54ACR? + Rrir:) -3R’: -Rr -3r: ~ Rr] 
4x Rr* 
3 RAY。 


解法 二 ， 根 据 卡 瓦 利 里 〈Cavalieri) 原理 可 以 给 出 本 题 一 
个 巧妙 的 几何 解法 。 
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考虑 图 26 所 示 的 附 图 ， 设 图 形 绕 BT 轴 旋 转 , 由 AC，CO 和 


贺 弧 40 围 成 的 区 域 A 所 生成 的 立体 是 一 个 小 于 一 球 截 形 的 平 
裁 头 圆锥 体 ， 我 们 来 证 明 它 的 体积 与 三 角形 区 域 B0C 所 生成 的 
难 体 体积 是 相等 的 。 

如 图 所 示 ， 考 虑 在 B 和 C 之 间 垂 直 于 BT 的 任 一 条 直线 , 它 与 
AC 交 于 P, 与 40 交 于 Q， 等 等 。 线 段 5G 在 旋转 时 生成 一 个 环形 


区 域 ， 其 面积 为 
NA(PS?2~ QOS)= AX(PS+ OS)(CPS- QS)=7XPU .PQ 
= XCAP)’, 
由 相似 性 ， 知 


因为 图 之 切线 4C 和 OC 相 等 , 故 有 AP = RS。 于 是 环形 区 域 的 面 
积 又 为 x(RS):， 这 正 是 由 RS 所 生成 的 圆 形 区 域 的 面积 ,所 以 ， 
根据 卡 瓦 利 里 原理 ， 由 4 所 生成 的 立体 体积 与 三 角形 区 域 BOC 
所 生成 的 锥 体 体积 是 相等 的 。 

对 于 由 AC7 ;C7O’ 和 圆 弧 A0/ , 围 成 的 曲线 区 域 4' 所 生成 
的 立体 ， 以 及 由 三 角形 区 域 B0'C' 所 生成 的 锥 体 ， 上 述 论证 同 
样 适用 。 | 

注意 ， 如 果 尽 = rm， 上 述 论证 即 变 成 下 述 定理 的 一 个 经 典 证 
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明 ， 一 个 半球 及 其 外 切 圆 柱 所 弄 的 区 域 的 体积 等 于 这 个 圆柱 体 
积 的 三 分 之 一 。 因 此 ，、 半 球 的 体积 等 于 这 个 圆柱 体积 的 三 分 之 


Tt 和 


现在 回 到 原来 的 问题 (参看 图 )， 所 要 求 的 体积 V 是 两 个 锥 

体 的 体积 之 和 ， 这 两 个 锥 体 具 有 由 OC 生 成 的 公共 展 面 , 高 线 分 
别 为 0B, 和 OB,， 所 以 V= #0C*°B1B,., 由 于 Oi;C 和 02C 二 
等 分 互补 的 角 A1CO 和 0OCA,， 故 人 01C0; 为 一 直角 。 因 而 有 
OC?=0,0.00,=Rr 及 BI.B,=0O,0,c0s*0=4Rr/(R+r)。 有 所 
以 ， 

_ dx ， 肛 -六 
”= 了 及 二 


和 -3 因为 D, 都 是 ca, 的 二 次 差分 ， 故 令 c= 0 -~ an41 是 方便 
的 ;于 是 


Cr 一 Cn 一 4Gr 一 2Gn+1 十 Gr+2 =b,. 


由 于 04s 递减 地 趋 于 零 ， 故 对 一 切 n 有 cs, 宇 9， 有 上 Cc, 一 0。 
对 kk 守 1m， 我 们 有 之 pi=cn- cl 所 以 


> b;= Cm= Um™ dni1e. 


类 似 地 ， 有 
z 5 oe 
> 《an 一 Om+1)= 4) ~ ai 所 以 之 (Gn™— Go 一 Qis 


于 是 3 (26)=. z 


所 有 的 项 b; 都 是 非 负 的 ， 当 非 负 项 求 和 时 ， 改 变 项 的 位 置 
不 会 影响 和 数 的 值 ， 对 于 每 个 下 标 #, pb 项 在 上 述 二 重 和 数 中 正 
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好 出 现 n 次 ， 且 在 每 一 和 数 卫 biCm=1， 2 "yg n) 中 只 出 现 一 
次 。 所 以 有 
之 nb, = > (So )=a, 


m=1 $= 


A-4。 取 已 知 加 圆心 为 原点 ， 先 把 积分 变换 为 极 坐 标 系 下 
的 积分 。 车 所 〈z?，2) 的 极 坐 标 为 (0，6)， 则 1z，yD = 工 (p)， 
这 里 
工 (D)=0， 若 0 和 pp 和 -4， 
而 且 ， 把 余 改 定律 用 于 三 角形 OPQ 又 知 


L(D) = 2009 = 26akccos (2) ， 


(车 rf ~- 0 志 p 志 ?7)， 


因此 ， 我 们 必须 求 出 
4bima], JLode 


1 3xrr G2 
lim Tp 
jj |, | 200arccog 2 )dpd6 


6 一 人 0 


。 11]» 


lim 一 一 arc co0s( 一 一 |Q 
0 0 ， 2p0 ) fF 


作 代 换 p=r 一 Ou, 则 得 
1 1 2ur ~ 0(1 +u’) 
A= lim sr| 《7 一 Ou)arccos (dt 


因为 当 wEL0，1] 和 6E|0， 学 7 | 时 ， 被 积 函 数 是 xz 和 4 的 一 个 连 


续 函 数 ， 且 积分 区 域 是 有 办 的 ,所 以 能 够 断言 极限 4 存在 ,而 且 
( 2Wr 一 CH+ Ya 


1 
A=A4AX!l lm (7r -~ Ou)arccos 
4 05—+.0 ( ja 2(r ~ Ou) 


1 
一 47| rarccoswdu. 
站 


利用 分 部 积分 法 ， 就 得 


! wau 
A= 0 一 一 一 
4AxrL Warccosu |o 十 sr] yr 
=0+4AE -Vv 1-u’:1i= 4nr, 
=f) 7) (Ct 7), C1) 
可 见 YT T= 一 1)" 1! (2) 


微分 (1) 便 有 rn1"” = > 《(f 一 2 一 Ti-1) 


并 


(一 iD 一 oh)。 
对 #! = zi，z:，…，2 求 值 ， 则 得 
HZ1” 一 (21 一 22)(ZI 一 0) 和 (TI 一 TI 2rM) 
HS 1 一 (2 一 21) 。 (7 一 28) Ts Tr1) Xz ~ Tn) 


nr i=(T,— TI)(Ts ~ TX,) (Ta — Tn) (Ts — Xn) 


Ne~1 一 (2 一 01)(2 Ta) Ta Ls) Tn Tr) 
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将 这 些 方程 相 乘 即 得 
PCZIZ2 Za) 一 1 [Ci 一 2 


=(— 1)"‘"™1)/2 证 (Ti TX), 


再 应 用 (2〉 就 求 出 
ci 
=(~1) "1? 72817970 
A-6。(i 题目 可 更 明确 地 解释 如 下 ， 设 C 是 一 长 为 L 的 闭 
平面 曲线 ， 通 过 其 弧 长 5 用 z= xz(s) 和 y=y(s) 表 示 ,， 这 里 x(s) 和 
y(5) 都 是 周期 为 L 的 C "类 周期 阻 数 。 令 XY，y，%，y 分 别 朋 示 
dr dy dix dd’y 
ds’” ds’ ds:’” ds:* 
今 考 典 沿 昌 线 定义 的 一 个 力 系 F， 其 中 PF.= (iy~ gy)y，P,= 
~ (XY 一 yx)z。 证 明 这 个 力 系 处 于 平衡 状态 。 
(注意 ,在 xz，w) 处 的 曲率 由 2 一 J 给 出 ,选取 和 FF, 的 


符号 应 使 F 指 问 C 之 凸 侧 .) 
平衡 条 件 是 : 
| Fas= | Fds=0 (1) 
和 [zr, ds ~ | yds 一 0 《2 ) 
这 里 (1) 意 指 在 任何 方向 的 合力 必须 等 于 零 ，(2) 意 指 对 于 原 
点 的 合力 矩 必须 等 于 零 。 


注意 到 7X: +y?:=1， 由 此 得 i+ y=0。 于 是 有 
: | Fds= -| -六 + 地 9ds= -| Ga 人 六 2)cs 
让 0 0 


“了 1 了 了。 


L 下 1L, 
一 -| XCi2 + YY)ds = -| xds = -| = 0。 
0 0 性 
L 
同样 有 | Pyds =0， 因 而 条 件 (1) 是 满足 的 。 又 有 
工 上 
| zxF, ds -| YF ,ds 
0 0 
了 I : 
= -| zz Di)ds -| YY(LY ~ YX) ds 
= -| (242 + XYY yt — YY? )ds 
一 -| Ch )— yx(r? 47) ds 


=- -{ Cay ~ ys)ds= -Czy yD) “=0, 
因而 条 件 (2) 也 是 满足 的 。 所 以 力 系 F 保 持平 衡 。 


(ii 令 f(z) =r+ Sr 十 Sv + -和 一 + ZT + 


则 f(z)=1+7|2r+ hrs+ 6r + | 


Cz: » ,,，2 4 | 
一 二 2 一 一 | 于 <2X4T 全 。 二 26 十 
dx 3 3 5 


二 1 十 人 (Xf(2)) = 1+7f(7) + x2f/ (7), 


所 以 f7 人 
— 2) (7)=1+rf (x) : 《1) 


条 0) = 0， (2) 
(注意 当 ]jx| <<1 时 1 的 级 数 是 收敛 的 ， 因此 所 有 形式 计算 都 合 


理 ,》 
14* 


在 区 间 (~ 1 ， 1》 上 (1) 是 一 个 一 阶 线性 非 奇异 微分 方程 ， 
所 以 它 有 满足 (2) 之 唯一 解 。 
因为 Carcsinz)/w TI -zx: 满足 (1) 与 (2)， 故 得 


arcsinx 


f(t) = i 


B-1。 令 f(7) =z3+az2+pz+c。 因 为 (2z) 能 被 1 人 (2) 
除 尽 ， 故 对 某 个 P 和 4 有 


8x3 + 4ax:+ br+Cc=(3x2 + 2ar+ 0) Dr+ gq), 


比较 系数 得 出 
3p=8, 2ap + 34 = 49， 
bp+2aq=206, 40=c。 
由 此 得 到 p=8/3, 4= ~44/9, 0=4a’/3, c= -16a /27。 


所 以 f(x)=x?+ax? + -16 os， 


信 基 a =0， 那 么 f(z) =0 的 所 有 根 都 为 零 ,它们 的 比 是 不 确 
定 的 ， 因 而 假定 < 六 0。 令 w= 3z/o， 并 且 考 察 


FCw) =27f C7) =27f(S—) = ow? + Sw? + 12w~ 16) 


= a (Ww— 1) (w+ 4w+16), 
FC(w) =0 的 根 是 1]，- 2 土 2 3i。 而 /(z) =0 的 根 与 PCwW) =0 
的 根 有 相同 的 比 ， 故 有 
zisryszs=1C -2+2w 830:(-2-2 3i), 

B-2， 当 6 变化 时 ， acos9 + bsin6 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 是 
ww az+p 和 -as+p。 因 此 ， 为 要 使 零 古 图 妆 
gcos6+ bsing +c 的 一 个 极 值 ， 其 充 要 条 件 是 c* =a*+0。 

设 动 图 C 的 半径 为 r， 圆 心 为 (ZX1 ,7 ,ZX，)。 又 设 焉 ,如 ,32D 是 
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互相 正 交 的 单位 矢量 ， 且 了 研 直 于 C 之 平面 。 则 C 由 如 下 形式 的 
瓜 组 成 : 


rcosgB + rsin0aD + %, (1) 
其 中 完 ={7,,7,,7s}。 因 为 C 与 每 一 个 坐标 平面 都 相 奶 ， 故 每 
一 个 函数 

FV:COSO + PrWiSing + 2; (2) 


对 某 个 9 值 都 为 零 ， 而 对 其 他 9 值 则 只 取 正 值 或 具 取 负 值 。 根据 
第 一 段 所 述 的 结果 ， 必 有 

73 =r2v} +r wi, (3) 
由 于 了 和 了 P 为 单位 矢量 ， 所 以 

TT T+ TI =U to + VE) tr Wi + Wa + Wa) = 2r°, 
故 窟 在 球 心 为 原点 ， 半 径 为 rw 2 的 球面 s 上 。 而 且 ， 由 于 z， 
2， 是 互相 正 交 的 单位 矢量 ， 故 
| u?+v + Wi=1, i=1,2,3, 
因而 (3〉 可 以 写 为 

rz} =r:(1~ Wi), (4) 
由 此 得 出 zz?<r:，i=1,2,3。 (5) 

反之， 假设 (X11,T; ,Xs) 是 满足 《5) 的 S 的 任 一 点 。 则 我 
们 能 对 &:,&。 ,Ws 求解 (4) ,所 得 2 = {1 ,Ww， ,Vs 将 是 一 单位 矢 
量 。 然 后 可 以 选择 Db 各， 使 得 MM，D，?2 为 互相 正 交 的 单位 
矢量 ， 而 且 方 程 (3) 将 成 立 。 所 以 函数 (2) 将 以 零 为 一 极 值 ， 
所 以 根据 (1》 人 参数 表 出 的 圆 将 与 每 一 个 坐标 平面 相 切 。 

综 上 所 述 , 便 知 所 求 之 轨迹 为 球面 $ 在 立方 体 |zi| rti=1， 
2,3) 内 的 那 部 分 球面 。( 加 果 位 于 一 坐标 平面 内 的 圆 不 算 作 与 
该 平面 相 切 ， 则 象 ( 寺 pm， 土 mr，0) 这 样 的 12 个 点 必须 筱 删除 。) 

B-3， 因 为 当 z>0 时 w 工 有 负 的 二 阶 导 数 ， 故 其 图 形 向 下 
下， 有 对 一 切 z>0 有 
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/r+iv rii 1 
YY 

从 而 对 一 切 x 宕 0 有 Vxtv r+t+l<v 4r+2， 因此 
[CV rtv r+1l<[iv dz+2 J 


假 车 对 某 个 正 整 数 h, 有 [Vn +v n+t+1j1*[v 4n+2 J 
令 D=fwv 4n+2 ]。 则 
VV niv n+l <Ppev 4n4+2 。 
平方 后 得 2n+ 1+2v n+1 <p’ <4nt+2, 
所 以 2 n(n+t 1 二 P* 一 2n~1 志 2n+ 11， 有 再 平方 后 又 得 
4nn+ 1)<O* ~ on 1) <4n:+ 4n+1, 
因为 此 不 等 式 中 外 面 两 数 是 两 个 相继 整数 ， 而 且 中 间 的 数 也 是 
一 个 整数 ， 故 有 (Pp? -2 一 1)?=(2n+1)*?， 所 以 p*= n+2， 
但 最 后 这 一 等 式 是 不 能 成 立 的 ， 因 为 一 个 整数 的 平方 与 2 对 模 4 
不 可 能 同 余 。 此 项 矛盾 证 明 对 每 一 正 整 数 n 都 有 
[CV n+v n+lil=[tv 4n+2 1, 
B-4。 给 定 方程 可 以 写 为 
入 / (7X) = | yf (WAdy+x [i (Wdy. (1) 
由 此 显然 可 知 ， 如 果 ^ 半 0， 则 /是 可 微 的 ， 所 以 有 
fr(z)=zjFz) zf (7) + | fody 


=| 1 (Way. (2) 
因而 六 又 是 可 微 的 ， 所 以 又 有 
Af” (7) = ~ (2). (3) 


如 果 和 = 0, 则 将 导致 方程 0 = 一 f(z?)。 因 为 我 们 只 对 不 恒 为 
117。 


零 的 函数 有 兴趣 ， 故 下 面 将 假定 人 关 0。 
(3) 之 通 解 是 
f(x) = 人 Acospy + Bsinuz, 
其 中 = 和 1 ， 和 >>0; 或 是 
fx) = Acoshvzx + Bsinhvz, 
其 中 V= (~ 和 -1 人， 和 <0， 
显然 ， 由 (1) 可 得 Himi (x) =0， 所 以 不 论 人 是 正 数 还 是 负 
数 ， 均 有 4 =0。 由 (2) 可 得 limj/(z) = 0， 这 分 别 给 出 
Bucosu =0 或 Bucoshv = 0。 
最 后 的 方程 仅 当 B= 0 时 才能 成 立 ， 因 而 上 = 0 故 可 斯 青 当 和 <0 
时 (1)》 没有 非 零 解 。 
对 于 >0， 只 是 在 co 吼 = 0,， 即 是 /为 FT/2 的 奇 倍 数 时 才能 有 
非 平凡 解 。 事 实 上 ， 容 易 验 证 
f(x) = Bsin(2k + D3 (4) 


_ 4 
re So 
= RT 


其 中 [为 任 一 整数 ，B 为 任意 数 。 由 于 k 的 负 值 产 生 相 同 的 解 , 故 
这 里 又 仅 需 考 碟 有 = 10,1,2,…， 
B-5。 考 察 
f(t1)=a+tbt+t+i?, 
这 个 函数 怡 有 一 个 临界 点 t= - 5/2, 临 界 值 为 4 -5b*/4， 在 区 间 
[0, 贡 上，j 只 在 端点 处 及 在 临界 所 处 〈 若 临界 扎 在 [0,1] 内 ，, 即 
车 bEL ~2,01) 才能 有 极 值 。 所 以 当 4[ ~2,013 时 f 的 极 值 是 
ft(0)=a 和 f(1)=a+b+1, 
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当 0 EL 一 2,0J 时 极 值 集 合 是 {a，4a +5+ 1，a ~b*/4}。 所 以 对 
一 切 # E50,11 成 立 |f(?) | 志 1 的 充 要 条 件 是 
b¢E~2,0 及 lal<1, la+tb+1|<1 


或 bEL~-2,0] 及 |al <1, latb+1| 志 <]l, 


b? ] 
~ < 二 
a 了 1 


因此 ， 所 求 区 域 如 图 28 所 示 ， 其 中 从 A 到 B 的 弧 是 抛物 线 
0G-0 /4= ~1 的 一 部 分 ， 


p P| 


二 da 二! _ 
otb+i=i Ro Eb 14al 


ot+bt1i=—1 \ 
A 入 
A NO— {4 
NE 
| | 
EN 
一 
下 
0D . 


图 28 
所 求 区 域 之 面积 可 用 多 种 方法 求 得 。 平 行 四 边 形 CEDF 的 


面积 显然 等 于 4。 我 们 必须 减 去 4FB 块 的 面积 ,因为 4F 和 FB 
都 与 抛物 线 相 切 , 故 4PB 块 的 面积 是 三 角形 4FB 的 面积 的 5 ( 阿 
基 米 德 法 则 ). 但 三 角形 4AFB 之 底 4F 的 长 为 1, 高 线 的 长 也 为 1， 
故 其 面积 为 二 ， 因 而 曲线 块 4FB 的 面积 为 5 、 于 是 CEDBA 的 


23 
6 必 


面积 为 4 一 到 
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B-6.(i) 取 空 间 卡 氏 坐 标 w，z，y， 使 得 在 给 定 的 高 斯 
平面 内 z 轴 为 实 轴 ，! 轴 为 虚 轴 。 则 作 投 影 时 每 一 所 《wz，, 切 钙 
上 映 到 〈o,z;,2y)。 

假设 (wiizi,y)，(wy zy ) 和 (ws zs bs ) 是 空间 内 
互相 正 交 的 单位 回 量 。 则 和 卸 阵 


WII YI YY, 
We 了 


Ws 2Z， Ys 
为 一 正 交 矩阵， 因而 它 的 列 向 量 也 是 互相 正 交 的 单位 问 量 ， 竺 
别 有 
T+ T+Xi=1, Yi1+Y2+Yys=1, 
TY +T.Yys + TYs=0 | 
上 述 单位 向 量 在 高 斯 平面 内 的 正 交 射影 分 别 是 复数 
T+iyi，7Xs+iys 和 Xs +iys， 且 
(T+iy1) + (ro + iys) + (Ts +iys) 
= + Xi+r YI YE YE + ORY + Toys + Tsys) 
= 0, 
假设 给 定 立 方 体 的 边 长 为 C。 因 为 顶点 Y 有 映 到 原 氮 ， 放 它 业 
具 形式 V= (b,o,0)。 且 有 互相 正 交 的 单位 向 量 〈wiyziyiD)， 使 
得 
W=(D;o,0)+TGCWiyziy2i)， j=1,2,3。 
故 Vj 在 高 斯 平面 内 的 射影 是 
2;= (7; + iY;), 
并 且 成 江 z2 +22 +Zi=0T(r +iy,)’* + (x + iy2)” 
+ (Xs+iys) 1=0, 


(ii) ”对 应 的 线性 方程 组 是 
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二 
之 aij2i=0, 1=1,2,. ,71., 


展 苦 系 数 答 阵 的 行列 式 为 则 方程 组 必 衣 在 一 非 平凡 解 
(Tz1，Z2，。…，Xn )， 设 mm 是 使 [x 为 最 大 ( 即 |zx% | 之 [zl，. 
j=1,2,…,n) 的 一 个 下 标 。 由 于 解 是 非 平凡 的 ,显然 |xn| 寺 0。 
考察 上 述 方程 组 中 的 第 m 个 方程 ， 并 写成 形式 


一 Gnmtm = > (nj Xie 


) 学 出 


于 是 有 lamnl lzn|< 3 lonll zl <(D BS lem ) ol, 


) 才干 j 


所 以 得 | Gmm| < >, [amil, 


jm 


但 这 与 已 知 条 件 相 矛盾 。 故 所 设 行列 式 不 能 为 零 。 
第 妃 届 (1949 年 3 月 26 日 ) 


上 午 试题 


A-1。(i) 有 通过 三 个 点 (0, 40,0), (4,0, ~0) 与 (-9， 
a,0) 并 分 别 平 行 z 轴 ，% 轴 与 z? 轴 的 三 条 直线 ，4>>0。 另 有 一 条 
变动 的 直线 ， 它 与 三 条 已 知 直线 的 每 一 条 有 一 个 公共 上 后 。 求 由 
变动 直线 形成 的 曲面 方程 ， 

(ii) ”名 些 平面 制 曲 面 zy+x2+ yz=0 成 ，(1) 固 ，(2) 
抛 物 线 。 

A-2。 从 相同 的 始点 O 作 三 个 向 量 ， 各 长 G,2 与 c。 设 有 是 以 
O 为 顶点 以 已 知 向 量 为 村 的 平行 六 面体 而 设 媚 是 以 0 为 顶 扎 以 
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已 知 向 量 为 高 的 平行 六 面体 ， 证 明 BE 与 日 的 体积 的 乘积 等 于 
《abc)*。 推 广 这 个 定理 到 n 维 ， 并 给 出 证 戎 ， 

A-3, 假设 复数 41,02，"… 0n，""' 全 非 零 ,并 且 1a. 一 6|1， 

当 r 寺 Ss。 证 明 
> (1/a 
收敛 。 

A-4。 已 知 顶 点 为 4，B，C，D 的 四 面体 内 的 一 点 P, 使 得 
PA +PB+PC+PD 为 最 小 。 证明 两 角 和 人 APB 与 人 CPD 相 等 ,并 
且 被 同一 条 直线 所 平分 。 还 有 那些 其 他 或 对 的 角 相 等 ? 

A-5。 在 复 平面 的 每 一 个 象限 ， 方 程 

2" +62+10=0 
有 多 少 根 ? “. | 
A-6。 对 于 每 一 个 实 的 或 复 的 z， 证 明 
” 1+2c0s(27/3*) _ sinz 
[| — 


k=i 


下 午 试 题 


B-1。 开 区 涪 (0,1》 的 每 一 个 有 理 数 p/q (p,q 是 互 索 的 正 
加 数 ) 由 长 度 为 1/24: 中 心 在 p/4 的 闭 区 间 所 覆盖 , 证 明 ，v 2 /2 
不 被 上 述 的 闭 区 间 中 的 任何 一 个 所 履 道 。 


B-2。(i》 证 明 
” cositloglogn) 
logn 
兽 王 昌 
发 获 。 


(ii》 假设 gp>>0，c>0 并 旦 ac ~ 0:>>0， 证 明 ， 
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[ 人 dzxdy 
oj-» (D+ Ax? + 2027y + cy ): 
=AXp i(ac 6) i? 
B-3。 设 K 是 一 条 团 的 平面 曲线 ，K 的 任何 两 点 之 间 的 距离 
总 小 于 1， 证 明 六 在 一 个 半径 为 1/v 3 的 图 周 内 部 ， 


1-4。 证 明 在 展开 式 
(11/4)JLT1TY 一 (1 一 67 二 227142 了 
=GT+a7T* + dr 十 … 
中 的 系数 4,，4,，a;，… 是 正 整 数 . 
B-5S5， 设 Ga;，a，…，a… 是 任意 正 数 序列 ， 证 明 


G 十 G 
lim sup( ent) 宕 €， 
地 1 


6, 信 C 是 一 个 有 连续 转动 的 切线 的 闭 晤 车 线 , 设 O 是 C 内 
由 一 点 . 计 0 上 的 针 一 训 P 室 义 C 上 的 忆 7CP) 加 下 ， 在 P 作 CC 的 切 
线 ， 从 O 作 切线 的 算 线 ,TC(P) 是 垂 线 与 遇 线 C 的 交 太 ， 
从 C 上 一 操 P, 开 始 ， 用 公式 
P,=T(P,.,) n>1 
定义 P,。 证 明 点 列 趋 于 一 个 极限 ， 并 且 序列 P, 的 极限 具有 这 些 
点 的 性 质 。 (考虑 下 面 的 事实 ，T 是 一 个 连续 的 变换 ， 凸 昌 线 在 
它 的 每 一 切线 中 的 一 侧 ， 这 不 要 证 明 )。 


解答 
A-1, (i) 设 Ll， 上 ;,， L; 分 别 为 平行 于 + 轴 通 过 太 《0， 
一 4，0)， 平 行 于 y 轴 通过 抬 (4，0， 一 0)， 平行 于 > 轴 通 过 所 
(~4，a，0) 的 三 条 直线 。 设 3 为 所 求 的 轨迹 。 
令 P=(p, ~-0, 4), Q=(4, 4， 一 0)， R=(-0, a, r) 
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分 别 为 三 个 在 L,，L 2» Ls 上 的 共 线 点 ， 设 X= (xX,y， z) 是 在 这 
条 直线 上 的 任意 一 个 点 ， 则 向 量 PX，QX 与 RX 成 比例 ， 即 矩阵 


TT~p y+a 一 ” 
=- 一 4 “+ | (1) 
T+a -0 2Z~r 
的 秩 为 1。 特 别 是 
(Z 一 p)( -0G) =(T+G)(C+G) 
(Z 一 p)(z2+G) 一 (7Z~ 0)(z 一 0G)。 (2) 
所 以 (z+toy+a)(2+a)= (rp)(Y -a) (z+a) 
=(T- 0)(y~a)(2~— 0), (3) 
即 (T+AO(Y+TA z+) = (ra)(Yy ~ a)(z -0).(4) 
等 价 于 zxy+yz+27x+0’=0. (5) 


故 S 的 每 一 个 点 (rz，y，z) 满足 这 个 方程 

机 完成 这 个 命题 证 明 ， 就 要 确定 由 (5) 或 等 价 于 (5) 的 
(4) 所 定义 的 曲面 7 的 每 一 个 点 是 否 轨迹 $ 的 一 个 点 。 

令 M,，M:，Ms 分 别 是 通过 〈0，a， - 9) 平行 于 z 轴 ， 通 
过 (4a，0，oa) 平行 于 / 轴 ， 通 过 (co，~- 9，0) 平行 于 z 轴 的 
直线 。 册 (5) 显 然 它 们 都 在 曲面 [上 上。 我 们 要 证 明 删 去 M, ,M，， 
Ms 后 /会 等 于 5。 

假设 Y 是 M ,的 一 个 点 ， 则 没有 通过 ?的 直线 交 L; , 工 : ,Ls。 
如 果 这 样 的 直线 存在 ， 它 就 会 在 Ls 与 Y 的 平面 X,. 上 ， 又 在 Ls 与 
Y 的 平面 x， 上。 因为 L, 与 L。 不 共 面 ， 这 两 个 平面 不 相同 。 因 Y 
Er 站 rs， 所 以 这 两 个 平面 不 平行 ， 故 rs 用工 :是 一 条 直线 ， 这 
人 条 直线 正好 是 M,， 但 不 交 于 IL, ,因此 Y FS。 同样 没有 M, 与 M， 
上 的 点 在 SE。 故 SSJ~(M, UM,UM;,), 

现在 证 明 M ,平行 于 Li 并 与 L,、 工 ， 相交 。 对 于 这 样 一 条 下 
线 , 一 定 是 通过 L, 平 行 于 LL 的 平面 与 通过 Ls 平行 于 上 的 平面 的 
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交 线 。 同 样 地 ，M: 是 平行 于 工 :并 与 已: 及 工 * 相 区 的 直线 ， Ms: 平 
行 于 工 : 并 与 蕊 :及 工 : 相 交 的 直线 。 

设 Z 是 Li 的 一 个 后， 但 不 在 M, 或 Ms, 上 。 令 NN 是 由 Z 与 工 ,及 

2Z 与 L、 确 定 的 两 平面 的 交 线 。 因 为 N 与 L, 共 面 ， 它 或 者 与 L, 相 
交 或 者 与 上 平行， 间 样 ,NN 或 者 与 ,相交 或 者 与 Ls 平行 。 但 是 
NN 不 同时 与 L, 及 Ls 平行 ， 因 为 这 些 直 线 是 偏 斜 的 。 因 此 (1) 六 
与 ,及 L;, 相 交 ， 与 Ls 平行 ， 或 者 (2) ”NN 与 ,及 Ls 相交 , 与 LL， 
平行 ， 或 者 (3) NN 与 三 条 直线 L!，L,，L，。 邦 相交 ， 
上 面 的 (1) (2) 分 别 导 出 N=Ms 及 N=M, 的 结论 。 因 为 ZEN 
但 Z 4 M, 所 以 这 是 不 可 能 的 。 于 是 N 与 三 条 直线 L!，L,， Ls 相 
交 ; 故 ZES， 这 就 证 明了 J- (MUM. UMDISES。 综 上 所 述 
得 S=7J- (MUM,UM,). 

(ii) 已 知 曲面 是 包含 三 个 坐标 办 的 二 次 锥 面 。 可 以 证 明 
它 是 直 图 锥 。 已 知 锥 与 平面 ++y+z= 1 的 交 线 c 是 一 个 圆 , 因 为 
在 c 上 : 

TY +2 :=I+tY+2) ~ 2 + X21TY2)=1-0=1, 
因此 c 是 单位 球面 与 平面 XY+ y+ 
一 1 的 交 ， 所 以 这 骨 面 是 直 网 锥 ， 
并 且 它 的 轴 是 直线 X=y=z. 

当 且 仅 当 垂直 于 轴 z=2= 2 
有 肯 不 通过 不 后 的 平面 割 锥 成 回 ， 
这 些 平面 的 方程 为 

T+y+2=D, ps 一 0。 

至 于 平面 制 欠 成 抛物 线 ， 是 ”故人 
当 有 旦 仅 当 平面 平行 于 但 不 包含 外 
的 某 个 母线 。 一 般 说 来 ， 即 平行 
但 不 等 于 能 的 某 个 切 平 面 。 
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在 〈zo，28o，zo) 处 (不 是 原点 ) 锥 的 切 平面 方程 为 
(zo +t Yo)T+ (To +t 20 IY+ (Xo +Yo)2= 0。 
设 平 面 ar +byt+cz=d (1) 
割 锥 成 抛物 线 , 则 d 志 0 并 且 (4，b6，c) 志 (0，0，0)。 而 且 存 在 
锥 上 一 点 (XZ,。，yo，26o) 志 (0，0，0) 使 得 
(a, b, c)=AYo t+20, To +Z0s To+ yo), (2) 
由 (2) 的 三 个 方程 可 解 出 X,。，yo，26: 
2A(zo, Yos Zo0)=C~a+b+c, 9-0+c, 
z a+b-—ce), (3) 
因为 〈zo，28o。，2o) 在 锥 上 ， 则 有 
(~at+b+c)(a~b+c)+(~a+o0+c)(0+b -ce) 
+ (a~b+c)(at+b ~ 人 ce) 


= 4 (royo + Yo20 + Zor0)=0. (4) 
化 简 后 9，6，c 必 满足 
a +b:+c’:~-2a0 -2ac- 20c=0, (5) 


反之 ， 设 a，5b5，c 是 不 全 为 零 满足 《5》 的 任何 三 个 数 ， 并 
目 d 夺 0。 取 和 =1/2， 由 (3) 确定 的 数 zo，2!y，2z 它们 不 全 为 
零 ， 并 由 (4) 与 (5) 知 (zo，yYo，20o) 在 已 知 锥 上 。 因 此 平面 
《1) 平行 于 但 不 等 于 在 (ze，!%，zo) 的 切 平面 。 于 是 与 锥 交 
于 一 抛物 线 。 

这 就 证 明了 ， 当 且 仅 当 (4a，b6，c) 志 (0，0，0)，d 圭 0, 而 
且 〈5) 成 立时 ， 平 面 〈1? 制 锥 成 抛物 线 。 

A-2， 这 里 从 一 般 情形 着 手 。 令 V1，v，，…v, 是 一 个 n 维 空 
间 的 向 量 ， 称 这 些 向 量 生 成 一 个 平行 体 了 了， 意味 着 它们 线性 无 
关 。 并 且 

P= {2 Nvi: 0<A SE1}. 
平行 体 P 的 体积 是 1det4|， 这 里 A 是 n xn 和 矩阵， 它 的 行 是 v 1， 
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72，…， Un 在 某 个 竺 卡尔 坐标 系 的 分 量 。 
的 记 ji 有 
方 (oD = 0; (| vi | *, 
这 里 56; 是 克 罗 内 克 符 号 (di; = 0 当 i 圭 j; di;=1)， 因 为 每 一 个 线 
性 泛泛 可 以 用 一 个 内 积 实现 ， 故 存在 问 量 Ww;,…，w, 使 得 对 所 
有 的 i，j 有 有 
(vi, Wi)=0i 1 vi;ll *. 
这 些 w 线 性 无 关 ， 这 是 因为 之 cwi= 0， 时 则 
Vis Sow)=0 vil =0 i=1, 2, ,fo, 
有 ai =aas=… 一 0 一 0， 

因此 ， 向 量 w，w:，…，W, 生 成 一 个 平行 体 @。 问 量 w; 是 
8 的 由 所 有 Ww 中 除 Wi 外 生成 的 面 上 的 高 。 因 为 它 与 面 垂直 ， 由 
(1)》 wi 在 方向 v0: 上 的 投影 的 长 为 | v: | . 

设 B 是 nxn 矩阵， 它 的 行 是 Wi，W;，…，ws， 则 的 体积 
= |detB|= jdetB |， 这 里 B 是 了 的 转 置 。 

方程 〈1) 表明 ，A4B 是 对 角 线 矩阵 

diagC oi) 7, lv li?, -, Hv >, 
因此 (P 的 体积 ).(Q 的 体积 )= |detA|. detB” | 

| =|detAB™ |= | ve vs he vb ?, 

三 维 的 情形 用 平行 六 面体 E 与 BH 代替 P 与 Q， 因 为 vi 
=a， jv; 由 =6， 上 vs 中 =c， 由 上 面 的 公式 得 关于 三 维 的 绽 
果 ， 

A-3。 设 Ss={n:k<ja|k+1}, k=0, 1,， 2, *"， 圆 此 
Iz 一 aa| 过 1/2 由 假设 都 不 相交 ,并 且 对 于 n€ 8 这 些 图 盘 全 在 加 
环 

{z:k—1/2<|2|<k+ 3/2} 
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内 《〈 当 k 一 0 是 一 个 圆 盘 ) 。 设 1S4| 表示 3 的 基数 〈( 势 ), 则 面积 加 
起 来 得 


,To 3 Ck :|- 
[S| -<7| (+ 2 )* ~ Ck 1)? |=2rC2k+ 1D。 
于 是 对 于 k 汪 0，|S;| 志 8C2k 4+ 1)。 单 独 计 算 可 证 明 |1$。| 过 9， 
对 于 k 守 1， 因为 2%*+ 1 志 3k， 则 有 
S k 
~ 1 < < < 


因为 S. 是 有 限 的 ， 之 Lic.| "是 有 限 的 ,因此 有 


~ 1 _~ 1 
之 la | 之 ,2 |a， Ts |a。 | 
十 > 7 <%. 

R=1 


上 式 左边 级 数 的 各 项 全 为 正 ， 可 以 重新 排列 。 上 式 证 明了 原来 
的 级 数 绝对 收敛 。 

A-4。 考 察 以 A、 引 为 焦点 的 回转 椭 球 8:， 它 通 过 已 知 点 
P。e ,是 使 得 |4X|I + |XB| = |AP| + |PB| 的 所 有 点 X 的 轨迹 ， 
并 且 在 ei 的 内 部 的 点 了 满足 | AY| + [YB|<|4P|+ |PB|. 设 2， 
是 以 C 与 D 为 焦点 通过 了 的 回转 椭 球 ， 因 为 了 使 得 距离 |PA4| 
+ |PB| + |PC| + PD 最 小 ， 梢 球 21 与 :没有 公共 内 反 。 因 此 
在 P 点 处 它们 相 切 并 且 有 一 条 公共 的 法 线 !， 它 与 线段 AB,，CD 
相交 ， 由 反射 性 ，! 平分 角 A4PB 与 CPD. 

最 后 证 明 两 角 是 相符 的 。 分 别 考 察 射线 FPA，PB，PC 与 PD 
上 的 点 4,，B,，C1:，D1， 例 如 
令 |1PA1|+|PB,|+|PCi+ |PD, | =1。 直 线 1 交 线 段 418, 于 
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它 揭 中 所 六 ， 交 线 段 C1D, 于 它 的 中 点 N， 所 以 了 在 新 的 四 面体 


图 30 
4:，Bi,Ci,D, 两 对 立 棱 的 中 点 的 连 线 上 。 同 理 证 明 ? 在 4C， 
与 B.D ,的 中 点 8 与 R 的 连 线 上 ， 而 M，N，R，Q 是 平行 四 边 形 
的 顶点 ，P 是 它们 的 对 角 线 的 交点 。 因 此 ?平分 MN。 所 以 三 角 
形 4,PB, 与 CIPD 全 等 故人 4PB=~CFD。， 同样 可 证 
/AAPC= /BPC, /APD= /BPC., / 

A-5。 令 P(z)=ze+6z+10，P(z) 关 于 实数 2 的 最 小 值 是 
P( 一 1)=5, 因 此 方程 没有 实 根 。 因为 ImCP(iy))=6y 关 0 除非 
y=0， 又 PC(0) 关 0， 故 也 不 能 有 纯 虚 根 ， 

根 的 和 为 零 , 所 以 不 会 所 有 的 根 全 在 右 半 平 面 ,也 不 会 所 有 
的 根 全 在 左 半 平面 。 因 为 P 有 实 系 数 ， 共 罗 根 成 对 出 现 ， 所 以 
在 第 一 象限 的 根 数 与 第 四 象限 的 相间 。 在 第 二 象限 的 根 数 与 第 
三 象限 相同 。 因 此 有 两 种 可 能 ，(1) 在 第 一 象限 与 第 四 象限 的 
每 一 个 内 有 一 个 根 ， 而 在 第 二 象限 与 第 三 象限 的 每 一 个 内 有 两 
个 根 。(2) 在 第 一 象限 与 第 四 象限 的 每 一 个 内 有 两 个 根 ， 而 在 
第 二 象限 与 第 四 象限 的 每 一 个 内 有 一 个 根 ， 

在 (1)，(2) 的 可 能 性 之 间 过 细 地 研究 第 一 象限 的 根 ， 青 
作出 抉择 ， 


°° 129。 


假设 zi =re'“， 0<0<x/2 是 2* + 6z+10= 0 在 第 一 象限 的 
根 ， 则 6z1+ 10 也 在 第 一 象限 并 且 幅 角 arg(6z, + 10)<arg2， 
一 0 因为 21° 一 rsee = ~ 《6z1+10)，z,， 在 第 三 象限 。 
同时 因为 0 二 60<37 得 F<606<(3/2)r。 并 且 因 此 66-x 
是 ~z1' 的 旺角 ， 它 在 0 与 /2 之 间 , 所 以 60 一 =arg(623 十 10) 
<0, 得 9<X/5。 故 在 第 一 象限 的 任何 一 个 根 有 幅 角 在 C0,7/5) 
内 ， 
假设 z1 与 2 是 第 一 象限 不 同 的 根 ， 则 
0=(P(z1) ~P(z,))/(z) ~ 2,) 
一 215 十 2142z2 十 2132 十 2 22235 十 22 二 256。 
(3) 
因为 21 与 ;都 有 杨 角 在 (0,，z/5) 内 ， 在 (3) 的 右边 的 每 一 项 有 
幅 角 在 [0，zxt] 内 ， 于 是 这 些 项 的 和 不 能 是 零 ， 矛盾 。 所 以 在 第 
一 人 象限， 方程 不 能 有 酚 个 不 同 的 根 ， 结 论 (1) 成 立 。 
A-6。 伍 等 式 
sin30 ~ sin0 = 2sin-(30 —0) cos=(30 + 0) 


章 出 恒等式 sin30 = Sin0(1+ 2c0520). 
因此 对 于 任何 x 

sinx=sSin(z/3)(1 + 2c0s(2%/3)) 

| =sin(x/9)(1 + 2c0s(2x/9)(1+ 2c0sC272/3)), 

经 nh 次 迭代 之 后 得 

sinz =sinCz/3") T] (1+2c0s(27/3*))., (1) 

p=i 
对 于 zx= 0， 题 中 关系 式 右边 没有 定义 ， 但 若 把 (sin 0)/0 解 

释 为 1( =limsinz/z), 则 所 要 证 的 等 式 是 正确 的 ， 因 为 在 它 的 
右边 的 无 限 习 积 内 每 一 个 因 了 于 古 1 
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若 x 关 0， 用 x 除 (1)， 重 新 排列 后 ， 得 
sinz sin(z/3*) Ti /1+2c0s(2r/3*) 
x /3" I( 3 ). 


现在 Tim sin (2/3") -1 


0 x/3 “ 


, ,TT 1+2cos(27z/34) sinzx 
lim -一 -二 一 人 和 一 一 一 
因此 得 。 timTI ; = 


B-1。 问 题 可 改 述 如 下 ， 若 ?及 4 为 整数 0<p<4， 则 


/2 Dp 1 
3 ~g < fa (1) 
是 不 能 成 立 的 ， 
设 p， 4 是 整数 ，0<p<49， 刚 Cw 2 /2)+ (p/9)<2。 所 
以 如 果 (1) 成 立 有 
1_ PIIv2_Pi,lv2 ,7 1 
全 | Ea | + |< 
得 | 和 2: 一 2p:| < 之 1。 但 是 9 ~ 2p? 是 整数 ， 所 以 q: ~2p:=0。 天 
为 2 是 无 理 数 ， 所 以 这 是 不 可 能 的 。 显 然 对 于 整数 p，g 使 得 
Pp 之 4>>0 时 ，(1) 不 能 成 立 ， 
B-2。(i》 收敛 级 数 不 可 能 有 这 样 一 些 数 段 ,它们 的 和 可 以 
任意 大 ， 所 以 我 们 要 证 明 已 知 级 数 有 这 样 一 些 数 段 . 
对 于 一 个 正 整 数 k 考虑 n 的 集合 入 ,， 合 得 
2T7K ~ (1/3)7<10g logn<2nrk, 


、 _ costlog logn) 
议 了 一 之 en (4) 


要 证 Kk->oo 时 ，T~>c。 现 在 N={n: expexp(2nk (1/3)7) 
1 二 cxXpexp(C27K)， 所 以 内， 内 元 素 的 个 数 | 凡 ,| 满足 
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IN ,| 兰 expexb27K 一 exp(Xexp27K) ~—1 
这 里 a =exp《( 一 (1/3)x)， 在 (1》 的 和 内 的 每 一 项 最 小 是 
cos( ~ (1/3)7) _ 1 
exp2nxk 2exXxp2TK 
帮 T, 宇 (1/2x,)[exp(x,) ~erp(ax,)~—1] 
这 里 x， = exXp27xk, 
由 洛 必 达 法 则 并 利用 4 过 1 有 


lim (1/2)(expr — exXpar) = lim(expx ~ expor) = 00, 
因为 k>co 时 7 一 中， 因此 kK->o0 时 TT， 一 0。 
这 就 证 明了 给 定 的 级 数 是 发 敬 的 ， 
(ii》 选择 适当 的 6， 将 轴 旋 转 6， 册 


T=UCOSO + vsSing 


= ~ WSinO + vcos0, 《17 
二 项 式 ax? 二 265zy+ CI 可 化 为 
AU2+CuU (2) 


在 (1) 的 条 件 下 判别 式 ac ~ 29: 是 一 个 不 变量 ， AC=ac—-b, 
因为 原来 的 形式 是 正定 的 ， 也 同样 有 4>0，C>0， 变换 是 保 
积 的 。 于 是 问题 变 为 求 积分 


» fo dudv 
[| (D+ AU: + Cu) 
经 过 代 换 w=vVP/As, v=v p/Ct， 
1 ~ 『>= dsdt 
积分 化 为 。 A6 | | asf755， (| 


仅 需 证 明 在 (3) 中 积分 的 值 是 zx， 通过 极 坐 标 
SS 一 fcos +t=rsing 


人 | 


sr rdrdo =27 | rdr 
| ry ol+7*) 


0 
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一 1 20 
二 ?TT | | 一 开 。 
2(1+r*) jo 


8-3。 我 们 将 证 明 更 加 一 般 的 结果 ,如果 天 是 一 个 在 平面 内 
的 闲 有 界 集 ， 使 得 K 的 任何 两 点 之 闻 的 距离 小 于 1， 则 K 在 半径 
1/v 3 的 圆周 内 部 ， 

如 果 K 不 到 两 点 则 结果 是 平凡 的 。 所 以 假设 K 至 少 有 两 点 ， 
则 有 一 个 包含 K 的 最 小 半 名 r 的 闭 略 盘 D 《在 后 面 的 引 理 给 出 证 
明 )。 只 要 证 明 它 的 半径 是 r<1/w 3 即 可 。 因 为 此 时 长 在 与 D 
同心 而 半径 为 1/w 3 的 圆周 内 部 。 

令 D 的 中 心 为 0，C 是 包围 它 
的 回 。 首 先 证 明 C 门 K 不 会 在 C 的 
一 个 开 半 圆 上 上。 假设 不 然 ， 它 在 
开 半 辕 S 上。 令 T 是 剩 下 的 团 半 
图 ， 则 天 与 工 是 不 相交 的 紧 致 集 。 
因此 它们 从 一 个 到 另 一 个 有 正 的 
距离 6。 现 在 车 DD 按 从 0 对 着 S 的 
中 心 的 方向 移动 (1/2)6,K 会 完全 
进入 的 内 部 。 但 是 D 若 由 一 个 较 小 的 半径 的 同心 圆 盘 代 替 ， 它 
也 会 包含 入 ， 这 是 不 可 能 的 。 

设 P 与 0 是 Cn K 的 点 ， 它 们 尽 可 能 的 远离 〈 从 C NK 的 爱 致 
性 知 这 样 的 点 存在 )。 若 2 与 @ 各 在 C 的 直径 的 相对 两 端 反 ， 则 
2r= PO| < 过 1， 于 是 ?之 (1/2)< 之 (1/v 3 )， 得 证 。 阁 P 与 8 不 
在 前 色 的 相对 两 端点 ， 则 由 上 文 知 CNK 不 在 劣 弧 PQ 上 、 则 可 
在 优 弧 PQ 上 了 到 第 三 个 把 及 E 玉 。 

对 于 中 心 为 0 的 图 上 任何 三 点 了 ，Q8，R 一 定 会 有 下 面 四 个 
方程 之 一 ， 

LPOQ+ /QOR= /POR 《CD 
。133 。 


/QOP+ /POR= /QOR (2) 
POR+ /ROQ= /POO (3) 
/POQ+ /QOR+ /ROP = 27。 (4) 
就 上 上 述 情形 来 说 ， 适 当选 择 P 与 @ 可 以 消去 (1) 与 (2)， 又 因为 
(3) 中 R 会 在 劣 弧 PC 上， 这 不 可 能 ， 故 〈4) 成 立 。 结 论 是 三 个 
角 中 最 大 的 至 少 是 2r/3。 因 此 
|PQ| =2rsin(1/2，。，AP0Q) 之 2rsinx/3=rv 3 。 因 为 
|POI<1， 则 有 <1/w 3 ， 得 证 。 

引 理 ， 若 六 是 一 个 平面 内 至 少 包 含 两 个 点 的 有 界 集 《〈 闭 的 或 者 不 是 ), 则 存在 一 
个 包含 有 的 最 小 半径 的 闲 国 盘 。 

证 明 ， 因 为 六 有 界 ， 存 在 某 些 包 含 扩 的 闭 图 盘 。 又 因为 六 至 少 包 禽 两 个 点 忆 与 
Q@， 记 以 这 些 圆 盘 的 半径 不 小 于 1/21 PQ|。 

设 是 所 有 这 些 圆 末 的 最 大 下 界 ， 设 刀 1， 甩 2?， 感 ;，… 蚌 包含 天 并 分 别 以 O1， 
92:，Os，… 为 中 心 的 闭 国 盘 序 列 ， 并 选择 rn>Y。 

因为 {On} 是 在 平面 上 有 界 序列 ,由 波 尔 察 诺 一 维尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 有 收 伍 的 子 
序列 ， 不 妨 设 即 {O8z)} 本 身 收 倒 比 如 说 收 敏 于 D。 

令 品 是 绕 Q 的 半径 为 * 的 闭 园 盘 ， 要 证 扩 S 忆 。 令 24 是 天 的 任 一 点 ， 对 于 所 有 
的 n。，Z 是 Dn 的 一 个 点 ， 于 是 10nZ | 二 Yr 因此 102] =1lim|OnZ| <limYs =7， 
故 ZeD。 因此 三 D。, 显然 没有 小 它 更 小 的 回 盘 包含 久 。 引 理 得 证 。 

B-4, 设 y=y(7X)=(1/4)[1+7X 一 (1~67+2*)':4?。 对 
于 (1 一 6x+ % )! :用 上 二 项 式 定 理 ，y 能 展开 成 关于 z 的 收 合 
的 赛 级 数 ， 只 要 |z2:|+ 167| < 过 1。 因为 4(0) =0， 级 数 为 

YI) =a.T+QT: +asr + (1) 
现在 2y:-(l1+X)y+7X=0, (2) 
当 (2) 内 y 用 磊 级 数 代 入 ， 有 
2(a1T+ OT + GT? 十) 
=(1+2)(0r+ a0.N 二 GD 十) 一 
比较 z 的 系数 ， 知 a; = 1 当 n> 1 


2(aic:_1 二 92 -2 十 十 Ga_-101) 一 0a 十 Ga-15) 
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得 a, =1， 并 且 对 于 n>2， 
gn =30s-1+25 aiari, 
所 以 当 4，，4;，…',a,-1: 是 正 整 数 时 ， a: 也 是 下 整数 ,因为 41 与 
4: 是 正 整数 ， 所 以 所 有 的 系数 {ci} 都 是 正 整 数 。 
B-5。、 要 证 对 于 无 穷 多 个 整数 ww 有 


Ci 十 Ge+l 一 1+ 工 
防 “ 


用 间接 法 。 假 设 不 真 ， 则 对 于 某 个 k 及 对 于 所 有 的 n 震 


G1 十 G。 n+l 
一 / (1) 


节 
| 
3 
+ 
Fa 
jo- 
+ 
| 


G1 Girt+1] Gl gi d,s 
“下 TT Ri1 Kis Kt? 


CA+S8 


dl Ql + 他 1 十 


之 。 
K+1 ki+2 K+3 K+3 


则 。 写 ， (1/i)<o,/ka,。 但 调和 级 数 是 发 散 的 ， 所 以 


立 ， (1/ 认 无 界 ， 故 对 于 所 有 的 n>k， 关 系 (1) 不 成 立 。 因 
此 一 定 有 无 穷 多 个 整数 "使 得 
一 一 一 + tt >1+ 二 。 
° 33 。 
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B--6. “具有 连续 转动 的 切线 ”的 意思 是 C 是 C! 类 曲线 ， 

令 g《P) 是 从 0 到 一 点 P 的 上 距离 ， 这 函数 除 O 外 在 整个 平面 上 
有 定义 且 可 微 。 因 为 c 不 通过 0， 在 c 上 9g 是 可 微 的 。 在 P 处 它 有 
一 个 临界 点 当 县 仅 当 在 P 处 9 的 梯度 是 在 P 垂直 于 c ( 即 线 OP 与 
在 P 处 c 的 切线 垂直 )。 这 就 是 条 
件 T(P)=P, 

因为 T 是 c 跨 为 自身 的 连续 
映 象 ，T 的 不 动 扎 的 集 F 是 闭 的 ，0O 
并 且 c ~F 对 于 c 是 一 个 开 集 ， 它 
的 每 一 个 分 量 是 以 上 的 两 个 元 素 
为 界 的 开 缴 。 遂 数 9 在 任何 这 样 
的 弧 上 是 严格 单调 的 ， 因 为 在 这 
里 它 没有 临界 点 ， / 图 32 

假设 P 不 是 T 的 一 个 不 动 点 ， 考 虚 上 图 PO 是 曲线 c 在 P 的 切 
线 ，00 与 PO 生 让 。 因 T(P) 关 P，P 关 0 故 10P|>109 |。 

因为 原点 O 与 < 的 全 部 在 切线 PO 的 同一 侧 ， 并 且 R=T(P)》 
是 射线 08 上 有 108|>>10R|， 因 此 9CT(P))<gCP)。 而 且 ， 在 
/APOQ 内 部 的 那 部 分 < 上 ， 没 有 7 的 不 动 点 9S。 因 为 这 样 的 一 个 
点 S 将 在 闭 三 角 区 域 POGC 内 ， 而 且 在 S 处 垂直 于 O05 的 垂 线 ! 将 
包含 线段 OP 上 内 部 的 一 点 。 这 个 点 会 在 c 的 内 部 。 但 是 车 S 
=T(S), 则 了 将 在 > 切 于 5 ,不 会 包含 c 内 的 一 点 。 因 此 我 们 的 
结论 是 ， c 的 开 弧 PR 在 c-F 内 、 所 以 ， 或 者 及 =TCP) 像 P 一 
样 在 c-F 的 分 量 内 ， 或 者 T(P) 是 那个 分 量 的 一 个 端点 且 TF) 
EFE。 [注意 ，c< 可 以 包含 整个 线段 PQ@， 在 此 情况 下 工人 4) = 沁 ， 
T(Q) =Q)。 
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现在 假设 P, 是 已 给 的 ， 对 于 n 宇 1，P,=TCP,_;)， 如 果 P， 
EF， 则 显然 Po = 了 ,=… 斤 列 收 僵 于 Po。 如 村 Po KgF， 令 A 与 
B 是 c-F 的 包含 P, 在 内 的 分 量 D 的 端 感 。 选择 端 氮 的 记号 使 
得 

g(A)<geP,)<oB). 

《因为 9 在 D 上 是 严格 单调 的 ,所 以 这 是 可 能 的 ) .我 们 已 经 证 明 
9(P,)<g(P。)， 并 且 或 者 Pi ED 或 者 当 P | =A,P ,是 D 的 端 感 ， 
此 时 P, =A。 重 复 这 种 论述 就 会 得 到 ， 或 者 当 Po ,P,P;,… 全 
在 DD 内， 或 者 对 于 某 个 Kk，Ps = 4， 从 而 所 有 的 n 宝 Kk，P,= 有 A， 
后 者 显然 有 了 ,一 4。 对 前 者 ,因为 9C(Po)>>9(F1)>>9(P,)>…， 
BP, P,，P,，… 是 在 DP 内 的 一 个 单 英 余 列 ， 故 在 D 内 的 菜 点 * 
处 收敛 ， 

现在 T(z)=T(lim -PP) = lim,...T(P,) =lim, -Fei 
=X。 于 是 X 是 了 的 一 个 不 动 点 ， 并 且 XED。 故 X= 4 或 X= 了。 
但 是 9(X) = 1im9(P,)s 和 9(P,)<9(B)， 于 是 和 = 4。 这 就 证 明 
了 在 任何 情形 P,-~>A4 , 即 当 PE c~F 则 P, 收 僵 于 c-F 的 包含 Po 的 
分 量 对 0 较 近 的 端点 ，limP, 是 工 的 不 动 点 。 

” 工 的 任何 不 动 点 Y 是 到 了。=Y 的 叙 列 的 极限 . 


第 十 届 (1950 年 3 月 25 日 》 
上 秆 试题 
A-1， 比 4/6 为 何 信 有 时 ， 幢 线 + =0 ~ bcos6 是 上 曲线 ? (> 
>0)， 
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A-2。 判 别 下 列 级 数 的 伍 散 人 性， 
] 


: 1} 1 1 
(i 一 二 二 
) log(2!1) log(3!1) log(4!) log Cn!) 


() 了 TO 
A-3., 序列 zu， V1, r+。… 由 下 列 条 件 定义 ， 


Tn (2 ~— 1)x 
To 二 4， z=b, tnt = (1n 守 1)， 


这 里 0 与 5 是 已 知 数 。 试 用 4 与 6 表示 limz，， 
A-4。(i) 有 一 个 底面 为 三 角形 的 直立 楼 柱 ， 其 彼此 相 邻 
的 三 个 面 〈 即 两 个 侧面 与 一 个 万 面 ) 的 面积 之 和 为 给 定 值 。 证 


明 这 些 面 有 相等 面积 并 且 彼 此 垂直 时 体积 最 大 。 
(ii) 证明， 


本 二 + te 。 
1 13 1.3"5 13.5.7 -| oa dt 
0 


A-5。 正 整数 变量 ”的 函数 DC 具有 下 列 性 质 ， 当 ? 是 素 

数 时 

D(1)=0 Dp)=1, 
对 任何 两 个 正 整 数 4 与 "， 有 

Du ,v0)=uD(v) + vvD)., 
解决 下 面 三 个 问题 ，(i》 证 明 这 些 性 质 是 相 容 的 ， 并 且 确 定 唯 
一 的 DC(n)。( 导 出 一 个 关于 DCn)/n 的 公式 ， 假 设 n=Py' pa* 
p8*， 这 里 p,，p:…，px 是 不 同 的 素数 )。(ii) 对 于 什么 样 的 n， 
D(n) =n? (iii) 定义 D?() =DLD(n)] 等 等 ， 求 m 趋 向 于 & 1 时 
D"(63) 的 极限 ， 
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A-6， 深 级 数 ao + 41T+ a,77 +aer ?+ 二 了 (xX) 
的 每 一 个 系数 a,， 或 者 取 值 1， 或 者 取 值 为 ?。 试 证 下 面 两 结论 
成 立 ，(j) 车 1(0,5〉 是 一 个 有 理 数 ， 则 fz) 是 一 个 有 理沙 数 ， 
《ii 着 1(0.5) 不 是 一 个 有 理 数 ， 则 f(x) 不 是 一 个 有 理 函 数 ， 


下 午 试 题 


B-1。 在 一 条 直 街 上 有 rn 家 住户 ,每 家 有 一 个 或 多 于 一 个 小 
学 生 。 在 街 的 什么 地 方 让 小 学 生 集中 ， 他 们 走 的 路 的 距离 的 总 
和 最 小 ， | 

B-~-2。 半 轴 为 4 与 9 的 椭圆 ， 它 的 周 长 有 两 个 显然 的 近似 值 ， 
即 x(a+0) 与 2x(46)'* 。 当 比值 6/a 很 接近 1 时 , 哪 一 个 比较 接 
近 真 实 值 ? 

B-3。 在 阳历 里 按 公元 纪年 ，(i 年 数 不 被 4 除 尽 是 平年 。 
(ii) 年 数 被 4 除 尽 但 不 钻 100 除 尽 是 闽 年 。(iii) 年 数 锌 100 除 尽 
但 不 被 400 除 尽 ， 是 平年 。(iv》 年数 被 400 除 尽 ， 是 阁 年 。(V) 
闽 年 366 天 ， 平 年 365 天 。 证 明 圣 诞 节 在 星期 三 的 概率 不 是 1/7， 

B-4。 有 一 个 正 柱 体 ， 它 的 横 截 面 是 一 椭圆 ， 半 轴 为 4 与 65， 
这 里 a>b。 柱 体 很 长 ， 由 很 轻 的 均匀 物质 做 成 。 柱 体 模 放 在 水 
平地 面 上 ， 它 与 地 面相 切 于 一 直线 ， 这 条 直线 是 各 个 模 截面 的 
短 轴 的 下 端的 连 线 。 沿 着 这 些 短 轴 上 端点 的 连 线 ， 放 一 条 很 重 
的 均 甸 的 直 的 金属 线 ， 长 度 与 柱 体 同 。 金 属 线 牢 固 地 与 柱 体 结 
合 。 我 们 不 计 柱 体 的 重量 ， 金 属 线 的 宽度 ,以 及 与 地 面 的 摩擦 。 

因为 上 述 系 统 为 对 称 ， 所 以 具有 平衡 性 。 这 种 平衡 性 可 以 
理解 为 当 2/c 很 小 时 是 稳定 的 ， 当 这 个 比 接近 1 时 是 不 稳定 的 。 
考察 这 个 论点 ， 并 求 稳定 与 不 稳定 分 界 时 的 比值 b/a。 

B-5。(i) 已 知 第 2 项 是 s,+ 251- 1 的 序列 收敛 证 明 序 列 
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{so 中 也 收敛 。(iD) 变动 一 个 平面 的 位 置 , 使 之 包含 一 个 锥 , 锥 前 
体积 为 Xa /3， 它 的 曲面 的 直角 坐标 方程 为 2zy =z?:。 求 这 个 变 
动 平 面 的 包 络 方程 ， 并 将 结果 应 用 于 一 般 的 二 阶 锥 〈 即 锥 面 )， 

8B-6。 考 虑 著 的 平面 曲线 Cj 与 Co， 它 们 的 长 各 为 |ci| 与 
ICo| ; 闭 曲面 s 与 so， 它们 的 面积 各 为 jsi| 与 so| 。 假设 Ci 在 C， 
内 而 si 在 %v 内 “〈 下 标 诸 示 在 内 0 表示 在 外 )。 证 明 下 面 四 项 之 中 
的 正确 绪论 及 其 他 不 正确 的 结论 .( 了 iD 当 Cj 是 凸 的 则 ji 委 jC | ， 
《li 当 5 是 凸 的 则 js 委 j|s | 。(iibD 当 Co 是 包含 Ci 的 最 小 凸 曲 
线 则 |Coj 委 |cilo(iv) 当 So 是 包含 si 的 最 小 凸 曲面 则 | sj 委 j|5si|， 
可 假设 Ci; 与 C, 是 多 边 形 而 5; 与 5 是 多 面体 。 


A-1。 在 极 举 标 内 ， 车 r= 了 (0) 以 2r 为 周期 且 恒 正 ， 则 它 的 
图 形 是 一 个 环绕 原点 的 简单 闭 曲 线 。 由 于 >2>0 故 本 题 正 属 
于 这 种 情形 。 若 r* + (>>0 则 这 样 的 曲线 对 于 参数 4 是 非 奇 
异 的 。 这 论断 对 本 题 亦 为 真 。 曲 率 为 


rr2 +2(7/) Ir’ 


(只 要 f 是 C! 类 ). 和 
曲线 是 凸 的 当 且 仅 当 曲率 处 处 
非 负 ， 即 当 且 仅 当 r+2(7 5 二 
+rr? 之 0、 对 于 r=a-bosg 有 
r/ = bsing 六 = pcosb 与 图 33 

r+ 20 -rr =a? + 20 ~ 3abco0s0., 
此 式 当 且 仅 当 :+ 28? -3ab 之 0 时 总 是 非 负 的 因为 4 与 5 蚌 正 
的 ， 当 96= 0 时 有 最 小 值 )。 即 (a ~ 20)(a ~ 5) 之 90。 由 假设 4-5 
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>0 故 do 宇 28。 所 以 当 且 仅 当 0 之 2b 时 出 线 是 凸 的 。 
A-2。 对 于 nn 之 2 有 rn! 因此 
nlogn >log(n!) 
与 1/log(n!1)>1/nlogn. 


级 数 (i) 比 级 数 > 1/n1og n 较 优 。 因 为 
| 记 一 富 . 
| 二 = loglogzr ~ loglog2 


的 广义 积分 是 发 散 的 ， 得 知 (0 让) 发散。 

级 数 (ii) 的 第 n 项 分 母 是 317 呈 /277349 ,而 1+(1/2)+ 
+ (1/n)~logn。 故 (ii》 的 第 n 项 约 为 1/ 3")= 1/(n% )。 
当 p 六 1 时 1 ? 收 伍 又 l0g31， 得 知 (ii) 收 钱 ， 

A-3。 重 新 排列 原 递 推 关系 / 

Ti Ta=C—1/2n) (7,— Xn-1) 
得 X41 一 Xn = (~ 1/2)"(1/n1) (7 ~ 20) 
/ =(~1/2) (1/n1)0 - 0)。 


而 frr T+ Di 2 =a+ (0-0) (VDI). 


右边 的 和 数 是 关于 e-!: 的 震级 数 部 分 和 ， 故 


lim x,.=a+ (0—-a)e '?, 
| 


A-4、(i) 设 底面 三 角形 两 边 为 4。 。。“ 
与 5, 夹 角 09。 直 立 核 福 体 的 高 为 C。 若 
工 为 三 个 面 的 面积 和 
L=ac+be+ (1/2)ab sin 0。 | 
体积 为 V =(1/2)absin 9， 图 34 
令 X= ac，Y= bc，Z= (1/2)ab sin 68 分别 为 三 个 面 的 面积 ， 风 


了。 


全 


V*=(1/2)XYZsin 0。 
这 里 X，Y，Z 是 三 个 正 数 ， 它 们 的 和 为 L， 对 于 正 数 有 不 等 式 
(XYZ)!/s <(X+Y +2Z)/3, 
故 V (1/2)(L/3)sin 0， 即 
Ve(1/v 2 )(L/3)". 
仅 当 关 =Y=Z=(1/3)L，sin 9=1 时 等 式 成 立 。 但 是 当 记 有 这 
些 条 件 成 立时 ， 三 个 面 的 面积 都 相等 并 且 和 披 此 垂直 。 
璋 下 证 明 这 些 条 件 直立 棱柱 体能 满足 ， 对 此 仅 需 取 <=2 
=2c=w2L/3 ，6=T/2 即 可 。 
(ii) 式 中 分 子 的 级 数 对 于 所 有 的 x 收敛 , 令 它 的 和 为 (7)， 
另 知 分 母 的 级 数 为 


> (1/n! )Cx2 /2)" = ez/2 


问题 等 价 于 要 证 明 
f(s)=0"| edt. | (1) 
对 表示 j/ 的 级 数 逐 项 微分 ， 得 
(zy)=1+zfGz)。 (2) 


这 个 一 次 线性 微分 方程 与 初始 条 件 (0) = 0 一 起 确定 /。 于 是 可 
用 两 法 得 (1)。 或 者 微分 (1? 的 右边 ， 即 可 看 出 /xz) 满足 (2) 与 
初始 条 件 : 或 者 用 通常 的 方法 解 (2)，( 对 应 齐 次 方程 

9 (7Z) 一 2Z90Z) =0 
有 通 解 9(z) =ce*”“*， 则 e™”“ 是 (2〉 的 一 个 积分 因子 。 


4 (fz)e- 3) 一 ET 


dz 


立即 得 (1) 。 
”A-s，(i) 假设 有 一 个 函数 D 具 备 所 要 求 的 性 质 ， 则 


了 2。 


Duv) DPCe .Do (1) 


wv w U 
由 归纳 法 得 
DW We) DCW;) 
i 
因此 ， 当 p 是 素数 
DG) DOP) a 
p" p D 
对 于 任何 一 个 整数 nm= pi' ps:…'pPit，P; 为 素数 ， 有 
Dn) en: 
= 之 天 (2) 


这 个 等 式 表明 最 多 存在 一 个 函数 有 已 给 的 性 质 。 

另 一 方面 ， 因 为 每 一 个 整数 p>1 可 分 解 为 某 些 素 因 子 ， 若 
不 计 次 序 ， 则 这 分 解法 是 唯一 的 。 并 且 素 数 的 次 序 不 影响 (2) 
的 和 。 我 们 定义 DC1) =0， 当 k>>1 用 (2) 定义 DCn)。 所 以 当 p 
是 素数 D(p) =1 并 且 D 满 足 (1)。 即 

DOu,v) =uUD(0) + Du), z 
所 以 有 唯一 的 一 个 具有 已 给 性 质 的 函数 . 
为 了 以 后 参考 ， 应 注意 对 于 n 二 1 有 D(n)0,。 
(ii) 方程 DC(n) =n 等 价 于 


CC (3) 
pi ps Ds 


这 里 4 = pri' Ba:…pht 是 n 的 素 因 子 分 解 。 若 (3) 先 以 pip,*…Ps-i 
即 丰 出 Dips"…DPras/P: 是 一 个 整数 。 因 为 这 些 p 全 不 相同 ， 故 Ps 除 
尽 @;， 所 以 Qs/Ps 是 一 个 整数 。 由 (C3) 显然 = 1 时 Qs= ps。 故 DCn) 
~n 的 任何 一 个 解 有 n=p? 的 形式 ,这 里 了 是 素数 。 反 之 任何 一 个 
这 样 的 4 是 一 个 解 。 
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(iii) D(C63)=51 DC(63)=D(51)=20 
D:(63)=D(20)=24 D+*(63)=D(24)=44 
D'(63)= D044) = 48. 

D"(63) 已 开始 随 状 mm 增加 而 增加 。 

假设 n = 4， 这 里 &>>1， 则 
Dn)= DONK+ 4DCKE) = 4Ck + DOK)) > Ak =n., 

所 以 当 n> 4 且 #? 可 以 用 4 除 尽 ， 则 DG >n,D(COD) 亦 可 用 4 除 避 。 
这 就 说 明 序 列 
D(n), Di:(n), D(C(n), DR 

是 严格 增加 的 。 因 为 卫 取 整数 值 ， 当 = 4k ,KK>1 时 DC 一 co ， 
若 m 一 00。 

对 于 上 面 的 情形 应 用 这 个 结论 ， 知 当 m->00 于 D"(63) 

一 Dr (20)->oo。 
A-6。(i) 假设 1(0.5)= /Gya 是 一 个 有 再 . 为 了 证 明 # 


1 人)-a + -+ + 十 ， 


于 是 ao。cicz0a… 侧 当 作为 /1/2) 的 二 进 抽 展开 ， 当 仅 且 当 数 
是 有 理 数 时 ， 这 个 数 的 二 进 制 展开 终于 周期 。 

(一 个 二 进位 的 有 理 数 ， 有 两 个 二 进位 的 表示 ,它们 都 终于 
周期 ， 俩 如 3/8= 0.011000…=0.10111111…，, 这 种 两 面 性 在 下 
看 的 讨论 里 不 必 考 碟 )。 

于 是 当 /( 二 ) 是 一 个 有 理 数 , 则 它 的 二 进位 展开 一 定 是 终了 
周期 的 。 即 存在 整数 N 与 F， 使 得 os,= 4,， 对 于 所 有 的 n 之 N。 
出 : z z 

fC2) =a0t ort + aNT" 
+XZNti[aN 十 Owy22 十 十 GNHAZ 
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e[1 十 2 十 YX28 二] 
一 CI 十 4 十 十 GNXA 


YN+1 
十 a Lom +t Owr2T+ "+ dnar™ !] 


这 就 说 明 f 是 有 理 肖 数 ， 结 论 (i) 得 证 ， 
(11) 证 与 (1D) 相 反 的 形式 ， 当 /是 一 个 有 理 遂 数 , 它 的 知 级 
数 在 零 处 存在 ,并 且 每 个 系数 或 为 0 或 为 1。 则 f(1/2) 是 有 理 数 ， 
设 f C2) = tt (1) 


CotCIT+ + CT 
对 于 /的 已 知 级 数 有 
(Co+ emt et CT CA Ft ari or? + .) 
=b, + rt. + bnr", 
当 k n>m 时 ， 比 较 x*" 的 系数 得 
CoQnrst CiGr + k~1ti + ca, = 0, 


因为 co 三 0， 能 解 出 Untke 


1 / oN 
Gr 4 一 hn 1 十 … 十 CGn) 。 (2) 
必 


这 是 用 前 面 K 个 系数 Qn4，- 19°"” , Gx 来 展示 Qu 的 线性 化 推 关系 。 
假设 对 于 某 整数 "与 Ss 有 r + Km 与 5 和 0， 有 
Qr+s 一 Cr 


Cr+s+1 一 dl 


Urrsthol = Urikh-ie 
由 (C2) 推 得 74s44 二 O74i。 据 归 纳 法 ,对 任何 正 数 1 有 ar4s4t = a14s。 
因为 已 知 每 一 个 < 或 者 为 0 或 者 为 1， 最 多 能 有 2 个 不 同 的 大 
数组 的 相继 系数 ， 并 因此 对 于 r>>m ~ ~% 与 ;> 0 一 定 有 -数组 ， 


(Gry Gryiy 9 Orrg-1) 
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相同 于 数组 
《9Grt Grist1ls 9 Orrsth-1), 
的 确 一 定 会 有 这 样 的 例子 ,那里 m 一 k<r<rt+ sm -kk+1+29, 
一 旦 这 样 一 个 重复 出 现 ， 在 上 面 已 看 到 从 那 点 起 系数 出 现 周 期 
性 ， 周 期 为 s。 于 是 这 些 o 是 终于 周期 的 。 故 
1 去 )= Dai 坟 。 

有 一 个 终于 周期 的 二 站 展开 ， 所 以 它 是 一 个 有 旨 数 ， 结论 (ii) 
得 证 

B-1。 设 第 i 个 小 学 生 的 家 的 直线 坐标 是 x;， 设 小 学 生 的 编 
号 为 1 志 7?, 志 … 志 Xs。 因 为 步行 到 集中 点 z 的 总 距离 是 z 的 连续 
函数 ，z-> 土 2，f(z)->co， 最 佳 集中 点 存在 ， 令 它 为 Jy。 不 论 
在 何 处 集中 ， 第 一 个 与 第 n 个 一 共 至 少 步 行 z - zi， 第 二 个 与 第 
n -1 个 一 共 至 少 步 行 ?,-1 一 ,等 等 

当 n 是 偶数 n=2k， 全 体 小 学 生 至 少 步 行 (z,- zi) + (zv-i 
~ XT) + + (Tit1 — Xe), 等 价 于 集中 点 yy 属于 每 一 个 区 间 
[ziz,-i]，[z:，z-s],…[ze-lizo] 内 的 情形 。 因 为 这 些 区 间 是 
一 个 套 一 个 的 ， 故 yE8Lz，26- 1 J。 

wn 是 奇数 n=2k ~ 1， 按 上 面 的 配对 ， 第 k 个 学 生 没有 对 ， 
他 步行 至 少 为 0。 整个 步行 距离 至 少 为 〈z -Zi)+ (zl 一 2Z2) 
十 十 (ZI 一 -1)+0， 故 9 =X。 

8B-2。 椭 圆 参 数 表示 为 z=acost，y =bsint。 由 椭圆 的 长 度 
公式 知 长 度 为 


Vs， 
为 周知 的 精 圆 积分 。 当 b/a 搂 近 1 时 考虑 L, 置 5 = (1+N)o 且 考虑 
LO) =a| VITONTN cor dt 
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显然 为 和 的 一 个 解析 函数 ， 求 它 的 等 级 数 至 二 次 项 
LO)=a] (+ 二 CN+NX2)cos2t - 2h + hs) cos | 


+ …)dt 


= 2zdql 1+ TON+N:) ~ Ch + ) :+ .| . 
_ 1，。，1 2 ，， 
= 2xq| 1+ A+ 了 6 十 ，* | | 
后 者 表示 式 是 由 (1+ z)!s 的 二 项 式 展开 而 得 的 ， 后 来 略 去 的 
王 次 以 上 的 所 有 的 项 。 
因为 对 于 较 小 的 的 值 “事实 上 是 当 |2X| + X <1) 级 数 绝 
对 收敛。 上 面 的 运算 合理 。 
题 中 提出 的 周 长 近 似 式 是 
一 -1 
| rlat+b)=2ra(1 + > 和) 
二 2X ab=2N0V T+N= 2 (1+ 54- 站) 
因为 三 个 函数 有 相同 的 常数 项 与 一 次 项 ， 所 以 它们 的 差别 是 对 
于 较 小 的 的 二 次 项 。 有 和 
LO)> 27a(1+ 3)>2r0(1+ Th M+) 
所 以 椭 图 周 长 fCa+ 6) 比 eV 本 好 ， 几 乎 好 三 倍 。 事实 上 
L(A) 一 27G (1+ 二 一 车 ) 


而 ZL) ~ 2Xav 1 + FN, 


B-3。 按 照 已 知 规律 ， 任 何 接连 400 个 阳历 年 中 ， 浓 303 个 
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平年 ,97 个 阔 年 , 共 400 x 365 + 97 天 。 因 为 这 个 数 可 用 7 除 尽 
(400 三 1，365 夺 1，97 三 ~1 (mod7))。 在 400 年 内 有 整数 个 星 
期 〈 事 实 上 是 20,871 个 星期 )。 因此 圣诞 节 (或 日 历 中 其 他 一 
天 ) 在 星期 中 轮流 出 现 的 日 子 是 400 次 。 如 果 太 年 圣诞 节 是 在 星 
期 三 ， 则 圣诞 节 在 星期 三 的 概率 是 N/400。 但 N/400 关 177， 对 
于 任何 整数 N。 

B-4。 因 为 柱 体 是 长 的 ， 仅 能 作 深 动 ,因此 可 以 将 注意 力 集 
中 到 与 柱 体 的 轴 垂 直 的 平面 上 ， 问 题 成 为 二 维 的 情形 ， 等 价 于 
方程 为 | 

T2 y? 


0 


的 酉 圆 ， 限 制 在 平面 上 ， 但 是 可 自由 地 沿 直线 y= ~ 5b 深 动 。 椭 
圆 的 重量 不 计 ， 但 有 一 个 重 的 颗粒 加 在 椭圆 的 P= (0,2) 处 , 重 
力 沿 办 的 负 轴 作用， 要 求 确定 在 稳定 的 条 件 下 的 比例 值 c/o。 
假设 椭 略 从 开始 的 位 置 深 动 很 小 。 当 深 动 时 ，P 点 升 高 要 反抗 
重力 ， 椭 圆 在 @ 反 将 是 稳定 平衡 。 必 一 种 情形 ， 如 果 径 签 的 滚 
动 ，P 点 下 降 ， 在 0 点 的 平衡 是 不 稳定 的 。 

因此 考虑 从 上 点 到 此 构 圆 上 一 可 变 反 2 的 上 距离 由 2 来 决定 
平衡 是 稳定 的 或 者 不 是 稳定 
的 。 当 这 个 函数 在 Q@ 友 有 严 
格 的 局 部 景 小 值 ， 则 平衡 是 
稳定 的 。 男 一 方面 , 着 2=8 
而 |PZ|j 有 严格 局 部 最 大 值 ， 
平衡 是 不 稳定 的 。 对 |PZ1* Q 
考察 可 得 同样 结论 ， 图 35 

假设 Z 是 点 《a sin t， ~bceos 1)( 它 在 椭圆 上 )， 则 += 0 对 
应 Z ==@。 这 时 |PZI” =a?sin*t +0*(l1+ C0S1)?, 令 4=rb 上 式 成 
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为 6:[Cr? 一 1)sin?t -+ 2+ 2cost1。 对 于 1 的 一 阶 导数 是 2FC2 
~ 1)sin21 2sint]， 当 t= 0 时 为 零 。 二 阶 导数 为 6*[2(r 一 1) 
cos2t ~- 2cost]， 当 t= 0 时 为 202(r2 -2)。 故 当 在 != 0 处 ， 车 7 
<2， 则 有 严格 局 部 极 大 值 ， 因 而 是 不 稳定 的 。 当 r*>>2， 有 严 
格局 部 极 小 值 ， 因 而 是 稳定 的 。 所 以 ac/28 的 临界 值 是 2 /2。 

进一步 溢 虑 1r? =2 的 情形 。 落 数 变 成 

b?[sin?t + 2+2c0st j=02[C4— (1— co0st):] 

当 + = 0 通常 有 严格 局 部 极 大 值 所 以 是 不 稳定 的 ， 

B-5s。(i) 假设 lim(s, + 25,41) = 3L, 则 lim[ Cs, 一 L) + (sa 
-~ 了) =0。 置 f, = 二 8, 一 工 则 lim(t, + 2t441) = 三 0, 村 证 明 Jimt, = 0 也 
就 证 得 lim s, 二 lL， 从 而 得 知 序列 {5, 1} 收敛 。 

给 定 e:>>0， 选 择 k 使 得 |t,+ 2tn411 达 2 对 所 有 的 hn 之 kk 成 立 。 
对 ?用 归纳 法 得 


四 一 《一 2) 太 +p 一 > 《 一 1)' Cts 十 27 64 计 1 7 。 


= 0 


因此 [ts— (~ oPtirp| < > 2 tri+ 2t4rir1| <2te, 
对 了 之 1 成 立 , 用 2? 除 得 | ts4p 一 《一 1/2)?t,| <e 于 是 [terp| et 
[ts1/2p。 因 此 limsup| titol <e。 所 以 lim sp 可 <e, 由 于 4 是 


任意 的 ， 故 lim 1,=0, 由 前 述 知 这 就 证 明了 序列 {so} 收敛 于 L. 

(ii 作 学 标 变换 z= 了 V3C4+0)，y= 吉 V2-0)， 
则 uv 轴 是 正 交 的 并 且 是 zg 轴 旋转 z/4 所 得 。 对 于 新 坐标 ， 已 知 
曲面 的 方程 为 2* + uv = w2， 是 以 4 轴 为 辅 的 正 圆 难 。 


其 次 ， 求 由 平面 从 实心 锥 上 荐 下 锥 形 区 域 的 体积 。 由 旋转 
的 对 称 性 ， 仅 需 考 起 形 为 x=mv+b 的 平面 ， 为 了 平面 将 割 下 
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一 不 有 界 的 区 域 , 必须 lm| 二 1， 则 割 下 的 区 域 是 具有 椭圆 为 席 
的 锥 ， 要 求人 能 的 高 与 底面 积 。 

.高 是 从 原点 对 平面 的 距离 ， 即 151/v 了 IT 页-。 底 的 面积 是 
它 在 oz 平面 上 正 投影 所 得 面积 的 /IT 了 元 = 倍 。 在 锥 与 平面 方程 
之 赣 消 去 w， 得 投影 的 椭圆 方程 2 + ma = (mv + 6)*。 合 并 的 
项 并 构成 完全 平方 ， 得 


som) (0 mb ) -ba( ). 


1—m* 1—m* 


[注意 因 |m| 之 1 故 确 为 椭圆 ]。 这 个 霄 圆 的 面积 为 4=70?/(1 
=m?)*.。 锥 的 区 域 的 体积 是 


一 一 b 
= (VI m* ro: Tr) (二 ). 


问题 是 考虑 割 出 体积 为 (1/3)ras 的 这 些 平面 ， 即 15|= 
avI-m 的 平面 。 这 里 凡是 平面 与 zo 平 面 之 间 的 角 的 正切 。 
”现在 求 所 有 这 些 平面 的 包 络 E。 显 然 构 成 E 的 平面 的 分 布 
一 定 是 娃 旋 转 对 称 的 。 所 以 求 B 的 uv 平面 的 交 ! 即 可 。 
”考虑 平面 P 在 1 的 一 点 与 E 相 切 。 因 为 它 保 存 B 并 在 1 的 每 一 
个 点 不 变 ， 故 反射 在 tp 平面 内 保存 P。 所 以 P 是 垂直 vv 平面 的 。 
这 样 它 有 一 个 形 为 &=mo + 6 的 方程 ， 这 里 |b| =aw 了 T-m7。P 
与 uv 平面 的 交 线 ! 显 然 切 于 I， 因 此 I 是 所 有 线 ! 的 包 络 ,有 方程 为 
u=mv+iav i-m’, (1) 
于 是 包 络 问题 成 为 2 维 的 ， 
为 了 求 包 络 ， 首 先 在 (1) 内 取 正 号 , 将 
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UU=Mmy+ ev Tm (2) 
对 于 mm 微分 所 得 的 方程 与 (2〉 一 起 消 浇 m， 有 
0=v~am/ v 1-m’. 
由 (3) 得 m?:=v?/(Cv? + a’?)，, 


(3) 


即 1-m’=a’?/(v’?+a’), 
方程 (2) 成 为 
WU=V 1-m’ (> 0) 


= 1-m? (2-+0). 


最 后 得 4 =v +a” 为 包 络 I 的 方程 ,如果 开始 取 负 号 岂 得 相同 
的 方程 | 

三 维 的 包 络 E， 由 绕 着 & 轴 旋转 ! 得 到 ， 因 此 它 的 方程 为 4* 
= 一 +2 +4" 。 变 回 到 原 坐 标 轴 芍 方程 为 27y=2* +a”。 

一 般 的 情形 ,任何 一 个 非 退化 的 二 次 锥 仿 射 等 价 于 正 圆锥 ， 
又 因为 体积 的 比 在 仿 射 变换 下 不 变 。 用 前 面 的 计算 导出 ， 如 果 
一 族 平面 ， 从 一 个 实心 的 二 次 锥 割 去 相同 的 定 体积 ， 那 末 这 些 
平面 一 定 切 于 一 双 曲 面 ， 它 渐 近 于 猴 。 

B-6。 结 论 (i)(ii)(iii) 真 而 (iv) 不 真 。 

(i) 假设 ci 是 在 闭 多 边 形 co 内 的 闭 旧 多 边 形 ， 要 证 edl 
魏 |c0|。 这 里 要 作 点 说 明 ， 在 内 ”， 在 外 - 的 蓝 因 是 大 cl 的 一 
把 通 出 的 每 一 条 无 限 射 线 均 与 co 相交 。 

设 ci 的 顶点 依 序 为 4， 入 1，…? As1h, = A 在 线段 
4,-14o 上 构造 一 个 半 无 限 的 矩形 带 so 于 ci 的 外 部 ， 它 包含 开 线 
段 4,-14, 但 不 包含 那些 无 限 线段 。 因 为 0; 是 凸 的 ， 故 这 些 带 不 
相交 ， \ 

考虑 co Nss 在 4s-14, 上 的 正 投 影 , 因为 者 KE A4414, 不 在 
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这 个 范围 内 ， 风 ss 内 的 射线 从 和 垂直 于 4 14。， 不 会 与 co 相交 ， 
故此 投射 为 满 射 。 正 投影 不 增加 多 边 形 的 长 度 ， 所 以 |con sy| 
之 | 有 4,_14,|。 因 此 |co| 守 Eolco 站 so| 宇 | 4 14,| = |ci|。 

(ii) 类 似 (i) 的 三 维 情形 也 
成 立 (实际 上 更 高 维 也 成 立 )， 
证 明 也 类 似 。 在 凸 多 面体 3i 的 第 
% 个 而 F, 上 ， 坚 立 一 个 半 无 恨 所 AN 
形 校 性 P 于 si 外， 它 包 含 开 的 第 So 
4q 个 面 但 不 含 那 些 无 限 面 的 点 ， da/ 
则 这 些 校 柱 是 不 相交 的 ,son Ps 
在 Fs 上 前 正 投影 不 增加 它 的 面 
积 。 并 且 投 影 一 定 复 盖 Ps 的 内 
部 。 所 以 如 同 (i) 有 |s6 |] 宇 。 
lsoNN P| 宇 宛 ,|Po| = si。 这 里 
绝对 值 号 表示 面积 ， 图 36 
《ii 令 co 是 一 个 闭 唔 多 边 形 ， 顶 点 依 序 为 4。41，, A,,…， 

A, 一 和 A。。 令 c 是 任 一 财 多 边 形 (可 能 自行 相交 )。 它 的 顶点 包含 
所 有 A:。 有 / 
|el 之 1eo]， (1) 

当 且 仅 当 c= c。 取 等 号 。 / 

假设 此 时 上 式 不 等 号 成 立 ， 设 ci 是 一 个 平面 上 的 闭 多 边 形 
上 曲线， 而 co 是 ci 的 凸 区 的 界 ， 则 co 是 多 边 形 ， 它 的 顶点 包括 ci 
的 顶点 ， 由 前 述 有 |eij|co |. 

现在 证 明 不 等 式 (1)。 因 为 这 些 4 是 凸 多 边 形 的 顶点 ， 设 有 
三 个 顶 所 是 共 线 的 。 若 c 除 4u41， "9 4, 外 还 有 顶 氮 ， 我 们 可 
以 用 一 个 较 短 的 多 边 形 代 蔡 以 去 挥 那个 多 出 来 的 顶 反 。 因 此 可 
设 c 能 表示 为 Bu，Bi，…B,， 其 中 B,= Be。 这 些 B 是 那些 4 的 一 
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个 排列 

如 果 这 些 4 与 那些 4 有 相同 或 相反 的 循环 次 序 ， 则 c = c。。 
合 则 ， 我 们 将 表明 如 何 将 这 些 B 再 排列 得 到 一 个 较 短 闭 多 边 形 
c/。 因 为 仅 有 有 限 多 个 可 能 的 以 这 些 4 为 顶点 的 多 边 形 ， 一 和 宪 
有 一 个 最 得 的 。 关 此 c。 就 是 所 求 的 最 怎 多 边 形 。 


Br Bs 


图 37 图 38 


设 这 些 B 相 继 的 两 个 顶点 〈 不 妨 取 B, 与 Bi) 不 是 ce 的 相继 
顶 反 ， 则 线 B6B, 不 是 co 的 支撑 线 ， 一 定 有 顶点 在 B,B; 的 两 侧 ， 
因此 一 定 有 一 个 整数 <:，2<k<n- 1， 使 得 了 是 在 BoB: 的 一 便 ， 
而 Bi; :在 另 一 侧 。 现 在 四 个 点 B,，B,，B，Bi+ : 是 凸 的 四 边 形 


Q 的 顶点 ， 并 且 B,B ,分 开 B4 与 B; 1.8 的 对 角 线 是 B。B, ,BiB;;,， 
因此 (证 明 兄 后 》 
1B,B,|+1BB {> {BoB| + 1B.,B, |. (2) 

现在 考虑 用 顶点 B。， B,, B;_,， "3 B,, B,, Bi 1 Bi sa 
…，B, 表 示 的 多 边 形 闭 曲线 ce ， 有 
{ec’|=|c|~|BB,|~ |B,l|Beri|+ IBoBl+ |BBs ,|<|el. 
因此 c' 是 具有 相同 的 顶点 比 c 严 格 短 的 多 边 形 ，(1) 得 证 。 

下 面 证 明 (2)， 令 WXYZ 是 一 个 凸 四边 形 ， 对 角 线 交 于 下 ， 
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故 有 
(WY| + |XZ| = IWP|I + |PZ|+|YPI+ IPX|I>IWZI+ IXYI., 

(iv) 这 个 结论 是 错 的 。 设 4BCD 是 空间 的 一 个 中 心 为 0 的 
正四 面体 ， 令 s 是 四 条 边 04，08，0C 与 OD 的 并 , 包含 ;的 最 小 
凸 集 显 然 是 四 面体 4BCD。 但 s 的 曲面 面积 为 零 ，s 完全 不 是 一 
个 曲面 ， 它 可 略为 扩大 而 得 到 一 个 面积 微小 的 曲面 sf, 它 与 具 
有 同一 凸 苞 。 则 |s,1 =1ABCD]>|sf. 

选择 A/B’C/D’ 使 得 0 在 AA'，BB/，CCL/，DD' 的 每 一 条 
边 上 , 而 有 10471= 108/|= 10C/1=10D/|=s。 这 里 8 是 一 个 
小 的 正 数 。 令 si 是 多 面体 

ABC/D’ IABC/D/iI)ABCIDI ABCD 

的 曲面 。 选 择 s 充 分 小 则 可 使 jsi| 任 意 小 。 


第 十 一 届 (1951 年 3 月 31 日 ) 


上 午 试题 
A-1。 证明， 如 果 a，56，c，d，e，1/ 为 实数 ， 则 行列 式 
0 ¢& bc 
-~G 0 de 
-0b-d O01 
-co—-e -0 
是 非 负 的 。 
A--2。 在 平面 上 ， 一 动 点 到 儿 个 定点 的 距离 的 平方 和 为 一 
常数 ， 问 此 点 的 轨迹 是 什么 ? 又 对 于 此 常数 必须 附加 何 种 限制 
(用 几何 语言 叙述 ) 方 能 使 所 求 轨迹 为 非 空 集合 ? 


e jJ54。 


A-3。 求 无 穷 级 数 的 和 ， 


如 十 工 
1~- + lt DD "ae 
4 7 10 31 一 忆 


A-4。 画 出 下 列 方程 表示 的 曲线 ， 
2 一 2 一 96 扩 +100z2 = 0。 

A-5。 在 平面 上 考虑 由 整数 氮 ( 即 坐标 为 整数 的 点 ) 构成 的 
点 网 络 。 试 对 具有 有 理 斜率 的 直线 证 明 下 述 结论 ，(i)》 这样 的 
直线 或 者 不 通过 网 络 点 或 者 通过 无 穷 多 个 网 络 扎 ! (ii 对 于 每 
一 条 这 样 的 直线 ， 都 存在 一 个 正 数 d ,使 得 除去 直线 上 可 能 有 的 
网 络 点 以 外 ， 再 没有 网 络 点 与 直线 的 距离 小 于 gd。 

A-6。 试 确定 掀 物 线 的 一 条 法 线 芝 的 位 置 ， 使 得 这 条 苞 截 
该 抛物 线 所 成 的 弓形 有 最 小 面积 。 

A-7。 证 明 ， 加 果 级 数 a1 + 4,+ a，+…+as+，… 收 人 纹 ， 则 
级 数 c; + 4G./2+43/3+ "+as/n+… 也 收敛 。 


下 午 试题 


B-1。 设 微分 方程 MCz，baz+NCz，2 dy=0 有 一 形 如 
f Czy) 的 积分 因子 ， 试 找 出 函数 M 和 NN 必须 满足 的 条 件 ， 推 导 时 
可 以 假设 M 和 N 具 有 一 切 阶 的 连续 偏 导数 . : 
B-2。 考 虑 z 的 两 个 可 微 的 且 不 恒 为 零 的 函数 。 试 找 出 这 样 
两 个 函数 的 例子 ， 使 得 它们 之 商 的 导数 等 于 它们 的 导数 之 商 。 
B-3。 证 明 ， 如 果 z 为 正 数 ， 则 
log.(1+1/zD)>>1/C1+7)。 
B-4。 试 研究 一 个 同时 与 四 个 不 同 的 同心 圆 相 切 的 平面 李 
圆 图 形 的 存在 性 。 讨 论 可 以 采用 任何 行 之 有 效 的 方法 ， 
B-5。 已 知 通过 环 面 中 心 的 一 个 平面 是 环 面 的 切 平面 。 证 
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明 该 平面 与 环 面 的 交集 由 两 个 贺 组 成 ， 
B-6。 设 三 次 方程 x*? + ar:*+ bz +c=0 的 所 有 根 均 为 实 根 ， 
试 证 最 大 根 与 最 小 根 之 差 不 小 于 (a? ~ 30) 1! ?或 不 大 于 
2(a2— 30)! 2 /31/? ， 
B-7。 试 求 四 维 超 球面 Xx* + y+2?+t?=r? 的 体积 及 其 内 
部 z: +y?+2?+t? <r? 的 超 体 积 。 : 


解答 


A-1。 假设/ 关 0。 用 人 A 玫 示 已 给 行列 式 ， 并 记 = 6/f 和 
d =d/f。 用 f 除 行列 式 的 第 三 行 和 第 三 列 ， 则 得 


0 a bb qc 
1 -a 0 d £€ 
JrA™ 一 

~-b-d 0 1 


下 从 第 一 行 减 去 第 三 行 的 c 倍 ， 从 第 二 行 减 去 第 三 行 的 e 们 ， 得 


be at+dc b 0 

1 和 A -|-a+be de d 0 

f° -5 -dd 0 1 

一 C ~—€ 一 1 0 
对 于 列 也 进行 类 似 的 交换 ， 又 得 

0 a+dc-be b 0 
1 A mI- otbe-dc 0 d 0 
三 -Db -d 0 1 
| 0 0 -~1 0 


_ | 0 a+cd-be 
|-a+be-cd 0 
~ (at+cd~ be)?’. 
从 而 入 = (ef + cd- be)*?， 所 以 对 任意 选取 的 实数 4a，b，c，d， 
e 和 f， 信 是 非 负 的 。 
请 注意 ， 如 果 f =0， 算 阵 便 有 更 多 的 零 元 素 ， 应 用 行列 式 
的 拉 普 拉 斯 展开 定理 就 得 人 =(cd 一 be)*。( 另 一 方面 ， 在 上 述 
公式 人 A= (cf + cd ~ pe) 中 令 广 ~0 也 得 到 这 个 结果 。) 更 一 般 地 
说 ， 由 于 入 显然 是 关于 矩阵 青 值 的 一 个 多 项 式 ， 所 以 在 计算 人 
时 假定 /三 0 实际 上 不 失掉 一 般 性 。 用 代数 语言 来 说 ， 计 算 实 际 
上 是 在 域 QC(a，b，c，d，e，f) 内 作出 的 ， 这 里 as，6，c，4d， 
e 和 f 都 是 未 定 元 。 在 这 个 域内 f 三 0. 
A-2。 设 已 给 定点 为 {(XT;，y;)}，i=1,2,…,h。 令 (7Y，5) 
是 轨迹 上 的 一 点 ， 则 所 要 求 的 条 件 是 
SE- 7) + (Yy- yi) 1=0, 
其 中 C 是 一 个 常数 。 这 个 条 件 可 改写 为 nx? -2( 之 Zi)Z+ 之 21 十 
ny? 一 2《DyiDYy+ ZYyi 二 C， 配 平方 后 便 有 如 下 形式 ， 


Ce 


2 : : 
+ (和 上 ) _ 2 _ 2 


因此 ， 若 上 式 右边 为 负 ， 则 轨迹 是 一 个 空 集 ; 若 右边 为 零 ， 
则 轨迹 是 一 个 点 (如 给 定点 组 之 形 心 ((1/1D) 之 Zi (1/1D) 229i)); 
车 右边 为 正 ， 则 轨迹 是 以 形 心 为 圆心 的 一 个 圆 。 如 果 把 给 定 反 
组 之 形 心 取 作 坐 标 原点 ， 则 有 一 实 的 非 空 轨迹 的 条 件 为 
C> 2 +yi)= ori, 
“157。 


这 里 / ;是 第 i 个 定 后 到 新 原 扩 的 距离 。 这 就 十 说 ，C 必 须 至 少 是 
与 各 定点 到 其 形 心 的 距离 的 平方 和 一 样 大 。 最 后 这 个 公式 是 下 
述 一 般 事实 的 一 个 特例 ， 一 平面 质量 对 于 经 过 质心 而 且 垂 且 于 
该 平面 的 一 条 轴 的 惯性 盾 为 最 小 , 


A-3。 首先 证 明 
1~- 工 -1 工 _ 了 工 +， 《- 1)" | dt 
4 7 10 3 有 一? 0 1 十 天 3” 


事实 上 ， 对 任何 1 三 -1 有 
1 . . _ 十 8 (—1):t3° 
TD tT 
从 0 到 1 积分 得 


! 加 | S81—8 一 | ft» “dt 
| 3. 1) , dt=(—1) olti 


1 dt ‘ (~ 1)"+! 1 £8 
因此 | 之 3n—2 | lJol+tt’ 
1 1 
<| t3 df 一 一 一 。 
0 3K+1 
令 K-~>co 便 得 


(一 于 ) _ ! dt 
Ss 3 2 | 1+13° 
这 个 积分 可 用 部 分 分 式 积分 法 计算 如 下 ， 
1 dt ir 1 2 一 上 
| = | [r+ 


1 
3 
= +|l0g (1+ {)— 108(1- t+t:)+ 


® 158%. 


mm of —1 i 
3 arctg = 


0 
-mrs 


= (log21+ =) 


4 
A-4。 原 方程 配方 后 化 为 Y | 
(x* 一 50)“ 一 Cy” 一 48)“” N (0 ,396) | p44 
一 14” 。 SN y 


令 有 二 2， YY 一 2 则 得 
(X— 50)*~(Y— 48)° 


一 14*, 
在 XY 平面 上 这 个 方程 表示 的 图 
形 显然 为 一 直角 双 转 线 ， 共 中 of x 
RCI00,0) 


心 在 (50，48) 处 ， 渐 近 线 是 


CY 50)2-(Y-48)2 = 14: 
人 ”“( 畏 动 胃 形 ) 
X—-Y=2, 图 39 


今 考察 XY 平面 的 第 I 象限 。 对 第 I 象限 内 的 每 个 点 (X,Y)， 
所 求 轨迹 工 上 对 应 有 四 个 点 ， 即 ( 土 wX , 土 vy ). 因 为 把 zz 平 
面 的 每 个 象限 都 喘 成 XY 平 面 的 第 I 象 限 的 变换 人 ,1 一 >)( 和 7) 
是 双方 可 微 的 ， 故 畏 助 图 形 的 光 消 张 必 对 应 于 工 的 光滑 引 。 在 
辅助 图 形 上 又 在 第 I 象限 边界 上 的 三 个 点 (0，07， (0，96) 和 
(100，0) 对 应 于 工 的 五 个 点 (0，0)，(0， 土 96)，( 土 10,0)， 
对 这 些 点 要 给 予 符 殊 考 虑 。 

函数 1(x，yY) =y* 一 x 96y* + 1007* 有 梯度 

Vf=(- dr +2007, 4y’ -~ 192), 
因为 Vf 在 点 (0， 士 v96),， 《十 10，0) 处 不 等 于 零 ， 所 以 曲线 


ee 了 59。 


在 这 些 点 是 光滑 的 。 因 为 Vf 的 第 一 个 分 量 在 (0，+V96) 处 等 
于 零 ， 所 以 L 在 这 两 点 必 有 水 平 切 线 。 因 为 V1 网 第 二 个 分 量 在 
《 土 10，0) 处 等 于 零 ， 所 以 工 在 这 两 点 必 有 坚 直 切线 。 因 为 V# 
前 两 个 分 量 在 原点 处 均等 于 零 ， 所 以 在 原点 处 必须 考虑 了 的 二 
次 项 100Z ~ 96y*。 因 为 这 些 二 次 项 构成 一 个 非 退化 二 次 娃 , 它 
沿 直线 y= 土 (100/96)z3 等 于 零 ， 故 曲线 L 在 原 反 处 自行 相交 , 它 
的 两 支 都 与 此 两 直线 相 急 。 

分 析 才 明 ， 广 j 的 第 一 个 分 量 在 工 的 任何 其 他 点 处 都 不 等 于 
零 ， 所 以 L 没 有 更 多 的 水 平 切 线 ， 但 Vf 的 第 二 个 分 量 守 于 等 的 
点 另外 还 有 八 个 ， 即 ( 圭 6， 土 48)，《〈《 土 8， 土 48)， 对 应 于 
辖 助 图 形 上 的 最 直 切 线 ，L 在 这 些 氮 处 也 有 竖 直 切线 。 

因为 直线 X~Y= 2 是 助 辅 双 赐 线 的 一 条 渐 近 组 ， 故 淮 痢 这 
条 双 曲 线 在 第 I 象 限 内 的 无 界 红 有 X- Y-2， 对 应 地 ， 沿 着 在 
第 I 象限 内 的 无 界 弧 有 / 
ry=V KT-VT -i A. 
所 以 在 第 I 象限 内 L 渐 近 于 直线 y= x， 根据 对 称 性 ， 在 第 LI 演 限 


(0, v6) 


(10,0) 
0 


CD, -v96) 
94<%i+9672+100x2 =0 的 图 形 


图 40 
e 760 。 


内 工 也 渐 近 于 ! =*， 而 在 第 和 第 IV 象 限 内 L 浙 近 于 y= - z。 

因为 在 带 形 36<X<64 内 没有 辅助 轨迹 上 的 点 ， 故 在 带 形 
6<z<8 和 ~- 8<xz 雪 -6 内 没有 Z 的 点 。 所 以 得 到 A(x， = 0 的 
图 形 如 图 40 所 示 。 

A-s。(i) 车 工 是 一 条 具有 有 理 斜 率 的 直线 , 则 其 方程 可 以 
写 为 cz+ by+ c=0， 其 中 4 和 6 都 是 不 为 零 的 整数 ， 设 (71，y1) 
是 此 家 线 上 的 一 点 ， 且 Zz, 和 y1 均 为 整数 。 由 于 

‘a(x +kb) roy ~ ka)+ c=ari+by: +c=0, 
故 知 形式 为 (x1 + kb6，y1 一 Ka),，k=0， 土 I， 土 2，… 的 扩 也 全 
在 此 直线 上 。 所 以 ， 如 果 在 具有 有 理 斜 率 的 一 直线 上 有 一 个 整 
数 点 ， 则 其 上 就 有 无 穷 多 个 整数 点 。 
(ii》 从 点 (p，) 到 直线 L，ax + by+c=0 的 距离 为 
d= lp toat el 
Vai+b: ° 
因为 Z 有 有 理 斜 率 , 故 和 !% 均 可 选 为 整数 。 于 是 ap+ 59 只 取 整 级 
值 ， 所 以 ， 如 果 c 是 一 个 整数 ， 则 d 或 等 于 零 ， 或 至 少 等 于 
1/v a 了 6:。 如 果 c 不 是 一 个 整数 ， 则 d 至 少 等 于 e/V a? +b2 
其 中 e 是 从 c 到 最 接近 的 整数 的 距离 
A-6。 选 取 坐 标 系 ， 使 得 抛物 线 的 方程 为 4ay = xX ，4>(0。 
把 点 P(2as，as’) 连 接 到 点 @(2ct，at?) 的 弦 有 方程 


y=5(t +s)z~ ast, C1) 


在 (2cf ，af2) 处 的 切线 有 斜率 1+。 因 此 ， 直 线 (1) 为 抛物 线 在 @ 
处 的 法 线 必 须 而 且 只 须 
att +5)= 一 1， 即 s = -地 t。 
所 以 s 和 4! 有 相反 的 符号 。 取 s<0 和 ft 之 0。 则 由 弦 截 出 的 面积 是 
。 16]°。 


|,, | + S)XT— as jo dz 了 (上 一 S)。 


当 f# ~- 5 为 最 小 时 此 面积 将 为 最 小 。 但 


2 
t—s=2t+ =2(V 1 -二 + 4 汪 4， 


等 号 仅 当 w + = 1 时 成 立 ， 从 而 ! = 1。 

因此 ， 在 抛物 线 轴 右 方 的 一 切 法 线 中 ， 经 过 点 (20,0) 的 法 
线 截 出 最 小 面积 ， 其 值 为 64a:/3。 根 据 对 称 性 ， 在 轴 左 方 的 一 
切 法 线 中 ， 经 过 点 (=- 2a,a) 的 法 线 截 出 最 小 面积 。 故 临界 法 线 
具有 与 轴 相 交 成 45" 角 的 特征 。 

A~7。 本题 是 阿 贝 尔 求 和 定理 的 一 个 特殊 情形 ， 如 果 级 数 
a, 的 部 分 和 有 界 ， 且 序列 (0,} 单 调 下 降 趋 于 零 ， 则 a.58; 收 
食 。 


这 一 定理 可 证 明 如 下 ， 设 S: = 之 a;, 设 M 为 {1s; |} 的 一 个 
上 界 ， 获 


aibi+as0st+ .+ab: 

=sb,+ (ss.— 8)0, + :+ (Ss -sa_1)0b， 
=81(b0.~0,)+s.C0,.~ 60) + tsa-1C0r-1— 0b.)+ 
+ Snbns 


二 有 一 主 
即 > aibi= sibi~bi+1)+ SD,., 
i=1 i=1 
因为 Sb 一 bi SM bi) 
> (b, -~ pi) 收 伍 于 D， 故 级 数 > s; (bD， ~b;11) 绝 对 收 钙 。 


tg=-1 =1 


又 因为 {s,} 有 办 ， 故 lims. 6b, =0. 所 以 


e 162% 


lim 5S ai;pDi = 了 si(bi ~ bs), 
因而 明 所 欲 证 。 
作为 特殊 情形 ， 只 须 取 p。 = 1/n, 便 直接 得 到 本 题 要 证 的 结 
果 。 
B-1。 如 果 已 给 方程 有 一 形 如 /Czy) 的 积分 因子 ， 则 
fC IMCT, Vart+ fr NGz, ydy=0 (1) 
必 是 一 闭 微 分 形式 ( 即 局 部 正 合 微分 形式 )。 为 此 必须 成 立 


-9 | for MGs, W |= 所 | TCDNGe y) | C2) 


OV or 
即 成 立 zf 人 M+f 人 Vf 人 N+f -3 (3) 
得 8 1 1(oN_9Y 
由 此 得 | ET ry )， (4) 


这 里 假定 Fzb) 半 0 和 xzM- yN 坟 0， 

今 (4) 之 左边 是 (zy) 的 一 个 函数 , 故 右 边 也 必 是 (zy) 的 一 个 
函数 。 于 是 ， 当 7?M ~ yN 二 0 时 ， 方 程 有 所 述 积分 因子 的 必要 条 
件 是 存在 一 单 变 量 函 数 R， 使 得 

1 ON _ 9M \- 
MN (ge ~ 0) RY) 
反之 ， 如 果 这 样 一 个 函数 R 存 在 ， 则 由 下 式 
fizy) =exp| RDdi 
给 出 的 函数 无 疑 将 满足 (2)， 所 以 它 是 一 个 积分 因子 。 
B-2。 必须 找 出 函数 和 和 9， 使 得 成 迄 
19-18 (1) 
g’ g’ 


esJT63 


(1) 实质 上 等 价 于 
9(9 ~ Df’'~g9 f=0, (2) 
令 车 选择 任 一 区 间 I 和 任 一 函数 g， 使 得 9,9' ~ 9 和 297 在 I 上 都 不 
等 于 零 ， 则 (27? 是 在 I 上 对 于 /的 一 个 非 奇 的 一 阶 线性 微分 方程 ， 
其 通 解 为 
:2 


CD=Cexp | Sd 《3) 


任意 常数 C 闪 0， 函数 /和 59 都 将 满足 (1) 且 不 恒 等 于 零 ， 
为 明确 起 见 ， 试 令 [= 民 和 9(z) =e ” 。 于 是 (2) 变 成 
(和 -1 大- 和 =0， 
因而 车 和 三 1， 便 可 取 


fC7) = exp( 1 )z, 


例如 选择 =2 时 便 有 /C2) = e+"，g(z) = ez? ,jz)1g(z) = e29， 
且 (1]/g)7= 2e2 = 7]9/ 


B-3。 log (1 + 一) = | 


了 十 沁 dt 和 二 

+ Jj: i+7x 1+7X° 

B-4。 解 法 一 : 我 们 证 明 ， 从 靠近 一 (〈 非 圆 的 椭圆 中 心 的 
任何 一 点 P 可 以 作出 该 椭圆 的 四 条 不 同 的 法 线 ， 然 后 证 朋 ， 如 果 
P 又 不 在 椭圆 的 两 条 办 上 ， 则 这 些 法 线 的 长 度 全 不 相同 。 因 此 ， 
以 任 一 个 这 样 的 点 P 为 图 心 , 便 可 作出 与 给 定 椭 图 相 切 的 四 个 不 
同 的 同心 图 。 于 是 所 言 之 图 形 一 乍 存在 。 

设 稍 国 的 中 各 长 轴 AC 的 长 为 24， 短 轴 BD 的 长 为 22， 
这 里 se>。 


设 P 是 任意 一 点 ， 使 得 | OP1 过 二 (a -6)。 则 由 三 角形 定 委 
有 


1K4 o 


iPA| 守 |04| -~ 10P| > 二 (a+6), 
IPB| <|10B| + 10P| <3-(a+b), 
|PC| >3(+6), (1) 


IPO| <3(a+6), 


所 以 ， 当 X 沿 善 椭圆 变 动 时 , |PX| 沿 弧 DAB 必 在 某 点 4’ 有 一 极 
大 值 ， 沿 弧 4BC 必 在 某 点 B/ 有 一 极 小 值 ， 沿 红 BCD 必 在 某 点 C/ 
有 一 极 大 值 ， 沿 弧 CDA4 必 在 某 点 D' 有 一 极 小 值 。 由 于 不 等 式 
《1D)， 这 些 极 值 之 中 无 论 哪个 都 不 会 在 所 提 到 的 弧 的 端点 取得 ， 
从 而 线段 FA/，PB/，PC/，PD' 都 是 椭圆 的 法 线 ， 

y : 


今 再 设 P 了 不 在 长 轴 上 。 为 确定 起 见 ， 设 了 在 AC 上 方 . 令 
B 是 D/ 对 于 4C 的 反射 点 ， 则 EB 在 椭 贺 上 ; 且 由 于 AC 是 也 /如 
° 了 63。 


的 中 牌 线 ， 已 和 BE 都 在 AC 的 同一 侧 ， 故 有 |PE|<<|PD/|. 因 
为 当 X 沿 着 包含 E 的 椭圆 缴 ABC 变 动 时 ,|PX| 的 最 小 值 是 |PB’ |， 
放 又 有 |PE| 之 |PB'|。 所 以 有 |PB'|<|PD’|. 

如 果 一 不 在 短 轴 上 ， 类 似 地 可 证 得 |PA/| 闪 1PCv|. 


由 不 等 式 (1) 及 47,B/,C7 ,D/ 的 取 法 即 知 PA7/1 > 六 (+ 


b), PB’| < (a+b), PC'1 > 去 (Ca+ 的 和 |PD/| < 过 (a+ 
b)。 因 此 |PA/| ,|PB“ ,| PC ,|PD'| 全 不 相同 。 这 就 完成 了 
图 形 存在 性 的 证 明 。 
函数 |PX| 的 四 个 临界 点 很 容易 用 分 析 方 法 确定 出 来 右 炳 
加 有 方程 :+/a?+y:/6:=1，P 有 毕 标 (h,k)， 风 
IPX|?=(2~ WD?+(y-k)’. 
取 和 为 拉 格 朗 日 乘 子 ， 考 虑 


2 了 
(zh)? + Cy~k)’: A + 区 -了 ， 


令 其 偏 导数 等 于 零 ， 得 到 
(2 ~h) = (yk)=N, 


消去 %, 则 看 出 四 个 临界 点 是 椭 图 与 《可 能 退化 的 ) 双 曲线 
(a?— bry = ahy— bikzx 

的 交 扩 。 因为 h=k= 0 时 有 四 个 交点 , 故 当 h 和 k 靠 近 零 时 也 必 有 
四 个 交点 。 

利用 烟 加 的 渐 届 线 可 具体 看 出， 从 浙 刷 线 内 部 一 点 了 能 够 
作出 浙 司 线 的 四 条 切线 ， 这 四 条 切线 都 是 椭圆 的 法 线 ， 
”解法 二 ， 我 们 证 明 ， 给 定 任意 四 个 不 同 的 同心 图 ， 必 有 一 
个 椭 图 与 四 个 同心 加 都 相 切 。 : 


。166* 


令 C1,C;,,C;,C4 是 圆心 为 0, 半 径 分 别 为 ?1 过 rs 过 rs 过 rs 的 
四 个 同心 回 。 在 C1, 上 辕 定 一 点 4( 利 用 旋转 对 称 性 。 可 认为 椭 阅 
与 C1 相 切 于 4)。 设 1 是 过 A 所 引 的 C1 之 切线 , 设 8 ,和 Q; 均 是 由 
i 及 半 直 线 40 所 界 的 四 分 之 一 个 平面 ,既是 81 的 边界 又 在 lt 上 的 
半 直 线 记 为 I 。 从 点 B= 二 人 Cs 在 81 内 引 C;: 之 切线 BD， 又 从 Wi 
上 的 且 在 Cs 外 面 的 任 一 太 X 在 Q1 内 引 C, 之 切线 XY。 

有 一 个 单 参数 二 次 曲线 族 与 ' 相 切 于 4, 与 XY 相 切 于 了， 
因而 所 有 曲线 既 与 C, 相 切 又 汪 C: 相 切 ， 这 个 族 的 退化 元 包括 连 
结 A 到 了 的 二 重 线 及 直线 XY 与 ! 的 并 集 。 考 虑 到 连续 性 ， 便 知 
必 有 该 族 的 一 元 K(X) 与 C, 相 切 于 81 介 C; 的 一 点 P(X)， 

当 X->B 时 ，K(X) 退 化 成 1U BD， 记 以 对 靠近 B 之 X, K(X) 
是 一 双 曲 线 〈 它 有 一 支 在 图 形 的 左下 方 ), 当 Xe 时 ， K(X) 趋 
向 对 称 于 04 的 一 由 圆 ， 因 此 在 @: 内 必 再 一 次 与 Cs 相 切 ; 但 这 
一 眉 圆 根本 不 与 C, 相 交 。 假 
设 K(X) 连 续 依 赖 于 ， 则 必 
有 一 个 X 值 ， 使 得 K(X) 与 C，。 .， 
在 &: 内 相交 于 一 个 二 重 后 ? 
即 K(X) 与 C4 必 相 切 ,显然 此 
二 次 昌 线 没有 点 在 C4. 外 面 ， 
所 以 它 是 一 个 椭圆 ， 于 是 找 
到 了 与 所 有 四 个 给 定 立 都 相 
切 的 一 个 椭圆。 

B-5。 取 环 面 的 中 心 为 
原点 ,旋转 对 称 轴 为 z 轴 。 建 
立 坐 标 系 。 刚 环 面 方程 为 

[ECzz 二 yy2 ~ a]*+2=0, 图 42 
其 中 4>>b>0, : 设 I 是 环 面 在 点 8 处 的 切 平面 , 绕 z 轴 旋转 坐标 系 

es。 了 67 。， 


使 @ 位 于 xz 平面 内 。 于 是 刀 与 zz 平面 的 交 线 为 一 直线 z=Az, 不 
失 一 般 性 ， 可 设 和 > 0， 
过 @ 重 直 于 zz 平面 之 直线 是 环 面 的 切线 ， 让 位 于 下 内 。 所 
以 I 的 方程 为 2 = 和 Xx. 
根据 对 称 性 ， 显 然 了 也 是 环 面 在 男 一 上 扣 8/ 处 的 切 平面 , 用 
c 表 示 从 O 到 8 的 距离 。 则 有 c* +6?=a? 和 和 = b/c 
I 与 环 面 之 交集 I 必定 包含 以 下 六 点 ， 在 y 轴 上 形 如 (0, 二 0 
+b,0) 的 四 点 以 及 Q 和 Q/ 两 点 。 注 意 到 集合 I 对 于 y 轴 也 是 对 称 
的 。 因 此 ， 若 I 由 两 个 圆 组 成 ， 则 必 是 平面 了 内 以 《0, 士 6,0) 为 
圆心 ， 以 6 为 半径 的 两 个 贺 (参看 图 44)， 
-第 一 个 圆 的 参数 方程 为 
y=0b+a sind, 
T= 0 C0S0， (1) 
z=b cosb 
事实 上 ， 因 为 这 些 值 既 满足 z: + Cy 5 二 za= az， 又 满足 z= 
MAzs 所 以 (1) 表 示 的 一 条 闭 昌 线 既 在 球 心 为 60,2,0), 半 径 为 的 


» 168。 


球面 上 ,又 在 平面 z= 和 Arz 上 ,( 将 2 反 号 ,就 从 得 第 二 个 圆 的 方程 。.) 
其 次 证 明 这 两 个 圆 都 在 环 面 上 。 对 于 (1) 上 的 任 一 点 ,有 
T+y:= CCc0520+ b+ 2absin 0 + a? sin20 
~ (oa?—~b’)cos:0+ 0? + 9absinO + a?sin20 
~=a+2absinO + bsin?0= (a+ bsin0)?,. 
因为 4 汪 6，a + bsin6>0, 所 以 vr?i+y:=4+bsin96。 议 
[Vri+y? -a)*+2:=0sin?0+ bcos’0= 60’, 
这 正 是 定义 环 面 的 方程 。 于 是 ， 第 一 个 图 在 环 面 上 。 同 理 可 证 
明 第 二 个 图 也 在 环 面 上 ， 
B-6. 设 三 个 根 为 7 ,2 7 r 设 1 ,=r1 + WU, 
rs 一 ?s+v， 其 中 uw 和 vv 为 非 负数 。 则 有 


d= — (r+r,+rs), b=rr, +rrs+rar!s 


于 是 a2~ 3b = [Cr 7) + (rs rs) ?+ (rs ~ 71)’] 


= +U’+(u+v) l= (+ -uy, 


42 一 30 委 (+D) 。 
因为 &+ 2 即 是 最 大 根 与 最 小 根 之 盖 ， 所 以 这 个 差 至 少 为 〈6 -~ 
307172 


w+v? = [C+v) + Cu 0) > +0)’, 


夏 a ~ 3b> (ut+0)’, 


所 以 这 个 差 4+v 又 至 多 为 (2/VW3)(a?~ 30)172。 
” B-7。 令 V,(r) 是 超 球面 内 部 的 超 体 积 , 即 半径 为 :的 四 维 球 
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的 超人 体积。 如 果 超 体积 可 垂直 于 z 轴 “切割 "， 则 有 
VD=| Vs Tz)d, 

其 中 VCp) = (4/3)72 是 半径 为 p 的 三 维 球 的 通常 体积 。 所 以 
Vn) = CU/3)| (72— 12) dx, 

作 代 换 X=rsin 0， 则 
Vs 0) = | cos 0d0 


nr | 7 1 
一 3 | (3 + 2C0S 20+ FC0S 40)10, 


为 简化 积分 ， 这 里 两 次 用 到 了 倍 角 公式 goo0s10- 1+50820。 所 
以 站 人 于 的 生生 各 为 
3 和 
V (1D)= 下 . pi 2 ， 
令 AA,(7) 是 半径 为 ?的 超 球 面 的 三 维 体积 。 如 有 果 我 们 通过 考 
虑 同心 球 沉 来 计算 Vlr)， 则 4, 与 yV ,可 如 下 联系 起 来 ， 


V .Cr) = | ACpydp. 


因此 ， 由 微 积分 基本 定理 有 -5-V， ( 门 =4,Cr)， 故 


A,(r)= 27273 


”第 十 二 届 ”(1952 年 3 月 22 日 ) 


上 午 试题 
A-1。 设 Ja) = 可 ouzr- 为 骆 系 数 n 次 多 项 式 。 若 co 及 
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帮 (1) 均 为 奇数 ， 证 明 /(z) = 0 没有 有 理 根 ， 
A-2。 试 证 方程 (9-z5( 吧 ) = C9-y") 


的 积分 曲线 是 一 族 与 一 个 固定 的 正方 形 相 切 的 二 次 曲线 。 
A-3。 试 求 保 证 7 ,了 rs 与 rr 0 GZ 十 
pz+c=0 的 根 的 充 要 条 件 。 

A-4。 联 合 国 的 会 旗 由 地 球 的 “ 极 坐 标 ” 好 图 构成， 以 北极 
作为 中 心 (极点 ) ,伸展 到 南 纬 45"。 那 些 “ 平 行 ”的 纬 线 是 同心 
圆 ， 其 半径 分 别 与 它们 的 余 纬度 成 比例 。 澳 大 利 亚 挨 近 地 图 的 
边缘 ， 被 南 纬 30" 线 所 模 吐 。 试 问 在 这 个 纬度 附近 ,东西 单位 距 
离 与 南北 单位 距离 在 图 上 长 度 的 比 是 多 少 ? 

A-5。 设 01(j ==1,2，,…,n) 是 完全 任意 的 数 ， 没 有 一 个 等 于 
1, 试 证 四 


基 fi : 从 
ai+yaifl(Ci-c)=1- [I (1-a)., 
i=> j=1 j=1 


A-6。 某 人 有 一 块 长 方形 木料 ， 尺 寸 为 mxXnxr 立方 英寸 
(m,n,? 为 整数 )。 他 将 表面 漆 上 油漆 ,然后 切 成 1 江 方 英寸 一 个 
的 小 块 ， 发 现 恰好 有 半数 小 块 完全 没有 油漆 。 求 证 上 共有 这 种 竺 
性 而 实质 上 不 网 的 本 奖 的 数目 古 有 展 的 (不 必 将 它们 都 列举 出 
来 )， 

| 人 有 天 个 风力 引 由 一 方向 其 角度 为 0, 土 1， 
土 2， " 《从 初始 方向 开始 以 弧度 来 量度 ) . 设 这 些 线 交 图 局 
了 p ,PPas Pas. 。 试 证 在 圆周 上 不 存在 那样 的 区 间 ， 
它 不 含有 上 述 任 何 一 个 P 点 (已 知 7 是 无 理 数 )。 
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下 午 试题 


B-i。 给 定 一 个 三 角形 的 两 边 与 夹 藤 ,有 个 每 人 想到 用 祭 苞 
定理 a? = 6*” + c* -2bc cos A 去 求 第 三 边 4。 他 这 样 用 对 数 : 求 
iogb 并 二 信之 ， 加 到 logc 的 二 们 上 ， 减 去 2,5、c、cos4 的 对 数 之 
和 将 结果 除 以 2 再 取 反 对 数 。 虽 然 他 的 做 法 易 受 怀疑 ,但 他 
竞 获 得 了 正确 得 数 。 试 问 就 三 角形 而 论 ， 这 种 做 法 能 产生 正确 
结果 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

B-2。 试 求 由 52 = 5 = 纪 的 积分 曲线 族 与 加 y*+2? 一 


1, 二 0 相交 所 生成 的 曲面 。 


B-3。 找 出 方程 
0 di- Gy 一 人 
一 CI 一 2 .| 0 Gs—T|=0 《ai 天 0) 
~ ds.— 人 2 一 G3 一 你 0 
有 重 根 的 充 要 条 件 。 


B-4。 一 个 均匀 的 固体 物件 是 由 一 个 高 为 h 半 径 为 r 的 圆柱 
与 一 个 半径 为 * 的 半球 吻 接 而 成 , 这 物件 以 半球 的 顶点 朝 下 放 在 
水 平 桌 面 上 上， 圆柱 的 轴 处 于 竖 雪 位置， 因 之 容易 摆动 。 我 们 显 
然 直 党 到 若 r 比 zi 大 ， 这 平衡 是 稳定 的 :而 若 7 比 凡 小 ， 这 平衡 是 
不 稳 的 。 试 问 ,， 要 使 此 物件 成 随 过 平衡 ， 比 信 r 人 “的 疾 于 入 应 十 
多 少 ? 


B-5。 设 数列 (6,} 是 单调 的 ,而 且 避 oo 收 合 ， 试 证 怠 no， 
ca) 收敛 
B-6。 试 证 内 接 于 粒 加 的 三 角形 中 ， 面 积 为 最 大 的 三 角形 
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的 充 要 条 件 ， 是 它 的 形 心 与 枯 图 的 中 心 重 合 。 
B-7。 给 定 任 意 实 数 No， 而 Ni+l ==c9sN;， 证 明 lim Nj 存在 
并 且 不 依赖 于 No。 


解答 


A-1。 设 /(p/9)=0， 式 中 p 与 4 是 互 党 的 整数 ， 则 
qf(p/q)=a0p +40.p™ + +d 41P+ gg,=0. (1) 
由 此 推 知 4 整除 ao 而 Pp 整 除 4,， 所 以 了 与 4 家 荐 奇数。 因此 
Go + 4GD + ta diD+ Gro0+ 0 + + 0.1 
+a= 上 1) 三 1 (mod 2), 
这 与 (1) 矛 盾 . 
A-2。 方 程 (1) 在 开 正 方形 
S$: — 3<X<3, ~ 3<Yy<3 
内 和 在 四 个 和 角 域 
Qi 3<7rx, 3<Y 
OQ,, +<=—3, 3<Y 
Qs I<—3, Y<~3 
OQ,: 3<x, Y<-3 
内 确定 一 个 双 值 方向 场 。 令 U 是 这 五 个 开 区 域 的 并 。 这 方向 场 
可 以 伸展 到 0 的 边界 ， 但 不 包括 边界 线 的 交 扣 (+3, 土 3). 和 镜 下 
四 个 开 的 宽度 为 6 的 半 无 限 条 形 根本 没有 方向 场 。 我 们 首先 在 
开 区 域内 讨论 微分 方程 的 解 。 
双 值 方向 场 U 可 以 分 解 为 由 微分 方程 


Q 二 112 dd QH 
开 +V 3 上 02) 与 绕 = -后 3 
给 出 的 两 个 通常 方向 场 。 这 两 个 方程 右边 在 U 上 连续 可 微 ， 所 
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以 罕 过 UV 的 每 一 点 每 个 方程 有 唯一 的 最 大 解 。 出 于 方 称 本 分 高 
变量 ， 这 些 解 显然 能 求 出 来 。 在 S 内 ,方程 (2) 化 为 
dy dz 


rip 
sgh 


V9-Yy: 9 一 2 


解 得 arc sin = arc Sin +C, (4) 


因为 arcsin 取 -~ zx/2 到 7z/2 之 间 的 值 ，C 必 定 在 ~ 与 x 之 间 。 同 
理 ， 在 5 内 由 方程 (3) 解 出 


2 ,x 
arc sin-— = arc sin— 十 了 (5) 
其 中 -Xz<D<X 
在 各 角 域 上 (2) 成 为 
dy _ dz 
VYy’~9Y wz2-9 
解 之 得 arch-s|y| =arch |z| +E, C6) 


式 中 B 可 有 任意 的 值 。 解 方程 (3) 得 
archs Iy|= ~archs|z| +F. (7) 


对 (4) 的 两 边 取 正 弦 且 用 加 法 公式 ， 就 得 


2 
2 - LosC+ 1- sinC., 


3 3 9 
去 根 号 ， 化 简 得 
22 十 yy 一 2xtcosc = 9Sin2C (8) 
对 (5),《6),(7) 作 类 似 的 变换 得 
r+y? +2727ycosD = 9sin?D, (9) 
:+y:~2|zy|chE = ~ 9sh’E, (10) 


e174°* 


r+yr+ orylichF= 一 9SR2P (11) 
因 |zy| = +xy 或 - xy 穿 过 任意 单个 的 角 域 Qi;， 这 些 方程 表明 在 
开 区 域 U 上 作为 (2) 与 (3) 的 所 有 的 解 的 那些 积分 曲线 是 单 参数 
曲线 族 

x+y ~ 2Nry=9(1-N\’) (12) 
的 一 部 分 。 

从 我 们 的 论证 推 知 至 少 有 族 (12) 的 两 条 曲线 穿 过 0 的 每 一 
点 。 事 实 上 恰好 有 商 条 ， 因 为 给 定 (7,y)， 当 且 仅 当 (12) 作 为 ^ 
的 多 项 式 其 判别 式 取 正 值 时 , 恰好 有 ^ 的 两 个 值 满足 (12), 这 条 
件 可 化 简 为 (Xx? ~ 9)(y? -9)>>0， 当 有 生 仅 当 (X,y) EUV 时 此 式 成 
YY 

除 和 = 土 1 以 外 ， 曲 线 族 (12) 是 与 直线 X= +3 及 y= 土 3 相 切 
的 圆锥 曲线 。 后 一 事实 是 显而易见 的 ， 作 为 例子 ， 若 我 们 在 
(12) 内 令 z= 3 并 解 出 y， 我 们 得 到 二 重 根 y = 3 和 、 当 和 = 土 1 时 ， 
这 些 圆锥 则 线 退 化 为 直线 (7 一 y) ?= 0 与 (XY+ 妇 ?=0, 车 我 们 互 
换 z 与 y 或 者 一 x 与 Jy， 方程 (12) 保 持原 状 。 所 以 这 些 圆 锥 曲线 关 
于 直线 y=X 和 y= ~ ZX 都 是 对 称 的 。 当 | 入 | 二 1 时 ，(12) 的 判别 式 
为 负 值 ， 所 以 这 些 曲线 是 位 于 S 
内 的 椭圆 ( 当 入 = 0 时 是 圆 ). 当 
1 和 | 守 >1 时 ， 判 别 式 为 正 值 ， 故 


z A 区 
曲线 为 双 曲 线 ， 其 每 个 分 支 位 (S05 
于 闭 角 域外 之 一 上 (参看 图 45)。 XO 

族 (12) 自然 是 适合 本 题 的 KS 
贺 锥 曲线 族 ， 值 得 注意 的 是 我 六 六 
们 可 以 直接 从 (C12) 导出 微分 方 
程 (1)。 对 (12) 按 隐 还 数 求 号 
得 图 45 


。 72 。， 


(号 ) - (2X2 十 1 ANT + A Dy’ 
dz 


所 以 x ON + ?~ Dx 


_ 9(1—-M)+O -Dy _ 9~Y 


9C1—A)+ A:—1)z? 9-X’ 


它 实 质 上 等 价 于 (1)， 

现在 我 们 转 而 注意 在 闭 域 U 上 (1) 的 解 。 因 为 (2) 与 (3) 的 
右边 不 代表 在 可 上 处 处 可 微 的 函数 ， 解 的 唯一 性 可 能 在 U 的 边 
界 点 上 被 破坏 。 例 如 y= 3 与 y= 9~x?: 都 是 (1) 的 通过 (0,3) 的 
解 .我 们 可 以 将 在 0 内 适合 (1) 的 原 解 与 直线 y = 土 3 的 各 部 分 拼 
接 起 来 ， 以 得 到 (C1) 的 解 艇 。 于 是 


多 


VOX? 当 一 3<x<<0, 
y= |: | 当 0<z<43， 
2” ~ 2 5 ~ 9) 当 4 <z， 


确定 一 个 适合 于 (1 的 解 ， 它 的 图 形 包括 在 S$, 内 的 图 的 四 分 之 
一 以 及 在 Q1 内 (对 应 于 和 = 3/2) 的 双 曲 线 的 一 部 分 ( 参 有 图 46)。 


车 我 们 将 (1) 解 释 为 对 于 平面 曲线 (包括 可 能 不 是 这 通 数 县 
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图 形 的 曲线 〉 的 一 个 微分 方程 ， 则 由 (12) 确 定 的 任 一 辐 欠 曲线 
的 整体 是 一 积分 曲线 。 在 这 种 解释 下 我 们 也 可 分 出 竖 直 线 X+= 
十 3 的 小 段 拼 入 得 到 的 积分 曲线 ， 这 种 曲线 是 在 S 内 以 一 种 复 
杂 的 方式 环绕 着 ， 邵 图 47 所 示 的 那样 ， 
A-3。r1,7; ,rs 都 是 方程 的 根 在 代数 意义 上 即 
r+tari+ortco= (tT-7)(t~r,) (2—r,), 

然而 题 意 究竟 指 r,? ,rT，*,?，* 必 须 也 是 方程 的 全 部 根 , 或 仅 是 根 
当中 的 一 部 分 ? 就 不 那么 清楚 。 例 如 ，zGz 一 1)(x+ 1)=0 有 根 
"二 0,7s 二 1， rs 二 一 1， 而 此 时 r,*=0,r, =1r =1 是 根 的 
一 部 分 而 不 是 全 部 根 。 下 面 我 们 将 对 每 一 种 解释 求 出 所 有 的 多 
项 式 ， 

解释 1。r…,r: ,7 是 根 的 全 部 ， 

存在 实质 上 不 同 的 三 种 方式 使 得 riyrsor: 与 rr ,7 一 
致 ， 即 可 以 排出 下 列 三 组 对 应 关系 

(DD rr =r rT =r T=, 

(ii) 7 一 1 rs =F, Ts =ry, 

《iii) ri?=r,, rt,” =r,, rs =r), 

从 (得 ri = 0 或 1(i=1,2,3)。 这 对 应 于 四 个 多 项 式 X?，Y” 
(z ~1),Z(z 一 1)?:,(《7? 一 1)，, 可 依次 记 为 1 ,fz,fs,f4。 

从 (ii 得 ri = 0 或 1， 又 rz =r,。 若 rs = 0 或 1， 则 rs =r = 
r:， 这 样 得 出 的 多 项 式 已 包含 在 (人 中。 但 还 有 两 个 新 的 解 六 = 
w 或 w*?， 此 处 w 是 1 的 复 立 方 根 之 一 。 这 可 得 zCZ +Z+1l 及 
(z 一 1)Cz?+X+1)， 分 别 记 为 fs ,J 。。 

从 (iii) 得 ri =r,， 即 ri CG 一 1 Grr tri tr +r 
tri+ 1) = 二 0。 其 平凡 根 7, = 0 或 1 导出 的 情况 已 海 虚 过 了 , 邦 令 
cz =exp(27i/7)， 即 1 的 七 次 方 根 ， 则 可 得 ri =0,0 2 CC ， 
a*。 这 六 种 铺 况 导致 两 个 多 项 式 , 其 一 有 根 4,4? ,a “而 另 一 有 根 
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C ,0 sa . 这 两 个 多 项 式 必 为 


f1(2) =23 + (7)s: 上 (= 


~1, 


fC2) = zs 人 (一 1 了 7)z: :+ (1 7) 
解释 2。r1?,r,’,r,’: 是 根 的 一 部 分 ， 

除了 已 在 解释 1 求 得 的 解 以 外 ， 还 要 添加 下 面 几 种 情况 
(iv) ri =r,*=r, rs ?=r;, 

(V) ri ?=r :=r rs =r7,, 


(vi r=r,2=rs, rs?=7, 


x~1, 


(vii) r?. ?=r,?=7,?=7|., 

关系 式 (iv》 仅 当 r | = 二 1，7, 二 一 1 以 及 r= 0 或 1 时 产生 新 的 
多 项 式 ， 为 X4Z 一 1) 与 (x?* 一 1)(x 一 1)，。 : 

关系 式 (V》 当 r=1,7,== ~1 以 及 r= 土产 生 新 的 多 项 
式 ， 为 (Z2 一 1)(X~ 让 与 (zx? ~ 1)(x+). 

关系 式 (vi) 要 求 r* =rs。 其 中 根 rs = 0,1 给 出 原先 已 得 的 
多 项 式 。 根 rs = 二 WW， 了 i 二 WW， r= 二 荆 Ww? 有 以 及 fr 二 WwW?， rr 二 WwW, 
rs 二 土 W( 这 里 Ww 是 1 的 复 立 方 根 之 一 ), 产 生 四 个 新 的 多 项 式 ， 

关系 式 (vii) 产 生 一 种 新 的 情况 r: =1，rz=rs= -1， 对 应 
的 多 项 式 为 (z+1)2(z 一 1)。 

因此 在 解释 2 的 情况 下 所 得 新 多 项 式 为 

= ~ 1), 

fio= (x: ~ I(r- 1)= (2+1)(r~1)’, 

fii= 2 ~1)(r~-), fi1,= (1° ~1)(2+), 

fis=(T~WT- WT WW) = r+ r+1) 2- WwW’), 

fis=(T~W ITHW TW = (TI +r+1) (r+ Ww), 

fis= TF ~ WT WT WEI) = XI FIFI TW 
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六 一 (ZWDz+W)Z-W)= (rT + T+ 1 (s+W), 
17 = 二 (T+ 1) (~- 1)., 

A-4。 令 地 球 上 具有 余 纬 度 ¢ 及 经 度 9 的 一 后 对 应 于 旗 禹 地 
图 上 具有 极 坐 标 ka 及 6 的 一 点 ， 这 里 Kk 是 比例 常数 . 

令 地 球 的 半径 为 R。 在 地 球 表 面 一 条 经 线 长 度 为 TR 而 在 完 
整 的 旗帜 地 图 上 由 长 为 苞 的 线段 表 出 。 则 在 南北 方向 上 一 段 短 
距离 4 对 应 于 旗帜 地 图 上 的 距离 d, = kd/R. 

在 地 球 表 面 南 纬 30”《= 余 纬度 2x/3) 的 小 圆 对 应 于 旗帜 地 
图 上 半径 为 2rK7/3 而 周 长 为 4r “KR713 的 圆 。 在 地 球 表 面 该 加 的 周 
长 为 2rR sin(27/3)=XRWV 3 ， 

因而 东西 方向 上 一 段 短 距离 4 对 应 于 旗 积 地 图 上 的 距离 是 


所 以 在 南 纬 30" 附 近 , 东 西单 位 距离 与 南北 单位 距离 在 图 上 
长 度 的 比 是 4r:3w 3 之 2.42， 

A-5。 题 目的 结论 当 n=1( 表 明 空 的 和 为 0) 及 n=2 时 是 真 
确 的 。 设 当 ? = 时 为 真 ， 即 


i—1 k 
ot >ailli-o)=1-11(-a,). 


ifm2 j=1 d=1 
i 


— 1 k if—1 
(1-9i)=ai+ Sai Tl (C10;)+arr 
| 了 mm 艺 


ji 一 工 


z+1 
则 cl+ > ai 
i 


1 


k 
[i (1-06;) =1- TI(i~ai)+ar 1 (1-a) 
j~1 j 


ee 上 j=1 
kt1 


和 
=1-|IT -ed -es) =1~ I (1-0). 
i~1 i= 1 


于 是 当 n=+1 时 结论 亦 真 。、 根 据 数 学 归纳 法 推 知 对 任何 正 整 
z 。 T79 。 


数 ?3 都 是 真确 的 。 
A-6. 未 沾 油 漆 的 立方 抉 天 成 尺寸 为 (m ~ 2) x (n ~ 2) 
x (一 2) 的 长 方块 。 因 而 问题 的 条 件 可 表 为 
mnr = 2Cm ~— 2)(n ~ 2)(r — 2), 
即 1 m2 Re, 


2 1 n r 


假定 m 志 nh 二 r。 唱 
1 一 2\ 1 -了 一 2 
(一 一) < < 
m2 1 \” 
让 2° ~ m <(3) 
可 得 4<m<10。 于 是 最 小 的 正 整 数 m 只 能 了 到 几 个 可 能 的 值 。 
固定 m， 方 程 成 为 


__m _h-2.7-72 
2(C1m — 2) n 7 
同上 述 理由 ， 有 
(2=2) mm nn—2?2 
i 


由 此 得 


<(5) <1. (1) 


于 是 对 于 一 个 固定 的 m， 只 有 有 限 个 “适合 。 显 然 ， 对 于 国定 

的 m 与 %， 至 多 有 一 个 整数 r 能 满足 方程 。 所 以 总 数 肥 限 。 注 意 ， 

去 掉 有 序 的 假定 mn<? 之 后 , 解 的 总 组 数 至 多 为 上 面 的 6 售 ， 
A-7, 各 后 P, ss ,Piss 必 环 六， 全 则 区 将 是 一 有 理 数 


e 了 SO 。 


《因为 从 P;= 了 推出 j ~i 是 27 的 整数 倍 。) 

令 [ 为 圆周 上 给 定 的 一 段 弧 ， 长 度 为 8。 选取 N 使 得 >>27/ 
N, 所 Po s) >， Pn-_1 互 腊 ， 将 图 分 为 N 段 弧 ， 每 段 长 度 至 
多 为 2r/N。 因 此 有 指标 凡 与 m+ KC(K>0) 便 得 Pn 与 Pnix 界 于 长 
为 6<2 的 一 段 弧 内 ， 设 9 是 2x/6 内 最 大 的 整数 ， 则 Ps。，P;x， 
Pu ,sk,… ,Pnsak 分 圆周 为 每 段 长 不 超过 0 的 4+ 1 段 绚 。 因 为 1 比 
其 中 任 一 自 弧 都 长 ， 它 一 定 包 含 〈1) 的 某 一 尽 ， 

B-1。 要 使 这 和 党 人 的 运算 程序 也 得 到 边 长 "的 正确 党 案 ， 当 
且 仅 当 

b2c? 


+ ¢C _-p2 2 _ 90 
pL CosA bi+c’*—2bc cosh, 


C 
化 为 (0 -2c cosA)(b~ so0A) = 0 


故 6=2c cosh 或 c=20cos4。 

条 件 b=2c cosA 列 涵 了 (是 
自 忆 所 作 的 高 的 垂 足 ) 是 4C 的 中 
点 ， 从 而 ~ 人 4= 一 (。 

反之 ， 若 ~4= AC， 则 0= 
2C c0SA 

同 理 ， 条 件 c= 2 cos4 等 价 于 ~A= 人 了 B， 

所 以 ， 为 了 使 得 这 繁 人 的 运算 程序 导致 正确 的 答案 ， 其 殉 
要 条 件 是 4BC 为 等 腰 三 角形 其 一 底 角 为 A。 

B-2。 给 出 的 微分 方程 组 意 昧 着 在 点 〈z,y，z) 线 素 有 方 问 
数 yz,zz,zy， 而 我 们 寻求 的 曲线 在 每 一 点 以 规定 的 线 素 作为 切 
线 。 然 而 在 坐标 办 上 的 点 没有 规定 线 素 ， 因 为 0,0,0 不 是 方 亲 
数组 。 此 外 ， 方 向 场 不 能 连续 开拓 到 党 标 轴 上 ， 因 为 在 坐标 平 
面 上 规定 的 线 素 总 是 垂直 于 平面 。 在 空间 其 余部 分 ， 方 程 组 显 
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然 确定 一 族 光 滑 的 线 素 ， 因 而 通过 定义 域 的 每 一 点 有 唯一 的 最 
大 积分 曲线 。 我 们 来 求 这 些 曲 线 。 
以 2xyz 乘 方程 组 得 
27d7 = 2ydy = 2zdz, 

积分 ， 得 z =y*+ci=2*+c,。 (1) 

一 般 这 组 方程 表示 两 个 双 山 柱 面 的 交集 ， 它 们 分 成 四 条 连通 的 
光滑 有 曲线， 其 中 每 一 条 都 是 这 微分 方程 组 的 最 大 积分 曲线 。 例 
如 ， 取 ci = -xc:= -有 ,xp 天 0 时 ，(1) 的 两 曲面 都 过 点， 


0 ,PB) 且 形 如 

y :=x +Q*， 22 =7? + B:, (2) 
它们 的 交集 的 四 条 曲线 由 下 式 给 出 

Y= +Vrta, 2=+vV r+h?。 (3) 


这 些 曲 线 中 的 一 条 过 (0,4,B8)。 若 4 = 0 而 6 关 0, 有 两 条 过 《0,0， 
+ 有 8) 的 每 一 点 。 由 于 这 些 点 不 在 原 方 程 组 的 定义 域内 ， 在 这 种 
情况 下 除去 这 些 点 之 后 ，(〈3) 的 四 条 曲线 的 每 一 条 都 分 为 两 条 
最 大 积分 曲线 ， 
现在 来 求 由 与 圆 C， 上 + 和 天 =1z=0 相 交 的 积分 曲线 形成 

的 有 曲面。 显然 这 些 解 由 (2) 和 a? + 有 =1,a8 关 0 给 出， 因而 它们 
位 于 曲面 

y+27=27*+1 (4) 
上 。 这 是 关于 z 轴 旋 转 对 称 的 单 叶 双 曲 面 方程 。 因 ( 的 四 点 必 
须 从 所 考虑 的 条 件 下 除去 ， 我 们 期 望 这 双 曲 面 的 一 部 分 由 过 
的 积分 曲线 来 生成 。 事 实 上 ， 若 (z,g,2z) 在 (37 上 ， 因 为 & 与 B” 
为 正 ， 则 

82 2 (5) 
反之 ， 若 (xX,y,2) 满 足 (4) 与 (5)， 则 能 选择 正 数 & 与 8 满足 (2) 
和 wo: +8: = 1。 依 赖 于 符号 的 适当 选择 ， 点 (z,y，,2) 将 位 于 交加 
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C 于 点 C0, 土 6, 土 B) 之 一 的 曲线 (3) 上 ,所 以 由 方程 (4) 及 不 等 式 


《5) 给 出 所 求 的 曲面 。 

曲线 在 各 象限 的 四 段 分 别 生 成 所 求 曲 面 的 一 部 分 ， 这 四 
部 分 以 下 列 奇 积分 曲线 

y= 土 z，2Z= 土 vz2+1l 和 2%= 土 zz+1，z= 土 z 为 界 。 

罕 过 图 中 所 示 和 象限 内 的 C 的 积分 曲线 生成 单 叶 双 车 面 的 一 
部 分 ， 这 部 分 位 于 两 条 奇 积分 曲线 之 间 。 


单 叶 双 曲面 : y?+22?=272+1 
A(0,1,0) 与 B(0,0,1) 是 被 除去 的 局 。 
曲线 AC 与 BD 为 次 积分 曲线 ,曲线 EFF， 
G 呈 等 为 常 积分 曲线 。 

图 49 


B-3。 给 出 的 行列 式 是 
—27*4+2(414,;+420s -4.08)7=0。 
它 有 重 根 的 充 要 和 条件 是 
ai02 二 20s 一 010s = 10。 
车 a1.924s 址 0， 还 可 化 为 形 如 


1 .1-1 
G};} Gs Us 


8B-4。 因为 物件 是 均匀 的 ， 故 重心 与 形 心 相同 ， 选 定 坐 标 
系 使 >= 0 是 半 妹 与 圆柱 相连 部 分 的 平面 方程 (此 时 物件 竖 直 地 


放 着 ); 具 面 的 方程 为 z= 一 7。 
由 圆柱 面 的 对 称 性 ， 只 要 考虑 垂直 于 尝 面 且 过 接触 点 的 答 
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面 就 够 了 。 阁 物件 稍 许 倾斜 ,在 相 接 触 的 皮 法 向 力 N 将 通过 所 
0 起 作用 ， 

如 果 物 件 的 形 心 位 于 0 之 上 方 ， 则 由 NN 和 重力 W 有 形成 的 力 
偶 将 产生 一 个 引起 倾 俩 的 转动 。 如 果 物 件 的 形 心 位 于 0 之 下 方 : 
则 这 力 偶 将 产生 一 个 可 恢复 的 转动 。 所 以 题目 相当 于 确定 7 与 
的 比值 使 得 形 心 位 于 0， 

由 对 称 性 我 们 只 人 须 考点 形 心 的 z- 坐 标 。 贺 柱 的 形 心 的 2 坐 
标 是 h/2， 而 质量 为 Xr*h。 至 于 半球 ， 其 质量 为 (2/3)7r ,而 起 
形 心 的 z 坐标 为 


| zt(r? ~ Zi)d2z 


?nr 7 3/8). 


所 以 整个 物件 的 形 心 位 于 原点 当 且 仅 当 
(Czraj) 世 一 (Sr) (党 ) = 0， 


即 六 =282。 故 mi=w 2 为 所 
求 的 比值 。 这 种 形状 的 物件 其 重 
心 位 于 支承 点 的 正 上 方 ， 无 论 何 
时 这 物件 都 静止 于 这 半球 面 的 任 —-~-~ 

意 一 点 处 ， 所 以 是 随 遇 平 衔 ， 图 50 

本 有 关 稳 定 平 衡 的 问题 还 可 参看 第 四 届 A-7b 和 第 十 届 了 -4 


B-5。 因 Za, 收 敛 ， 故 lima*= 0。 又 因数 列 单调 ,我 们 或 者 

有 
G1 之 4 之 4s 之 之 G4 这" 
或 有 Ga 和 03 和 …… 和 0 和 … 开 0。 


在 第 一 种 情形 我 们 可 以 改变 每 项 的 符号 。 于 是 我 们 只 须 考 虑 所 
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有 的 5 非 货 且 递 降 于 零 的 情形 而 不 失 一 般 性 。 


令 SK= > Na, -Gil)， 


n= 1 


出 SKk=a1+0.(2~1)+ "+axk(K~(K-1))- Kar,, 


一 人 > 0， — Kak, , 


= 


现在 因 六 ,收敛 ， 由 柯 西 准则 推 知 limCas + ,ti+… + 


asn) 一 0。 但 4 +osi+… 二 as 二 HGaw， 放 lim2na,. = 0, 出 


此 得 limna, .=0，, 


K 下 
在 表达 式 Sk= 了 ee Kax:: 中 两 个 极限 lim 马 c。 与 


Nl 
limCKax 部 广 福 ， 所 以 
x K 
limSxr = lim ,~ lim (Ka =1lim > a,。 

ge K lim So mt K+1) lim > 


B8-6。 设 椭圆 上 方程 为 


一 一 十 一 一 一 工 ， 


作 仿 射 变 换 W=x/4a， v= y/o， 
则 zy 平面 的 梓 回 变 成 uo 平面 的 
加 w+v?=1, 
在 仿 射 变换 下 ， 内 搁 于 眉 图 图 51 
的 三 角形 变 为 内 接 于 图 的 三 角形 ;线段 的 中 点 变 为 线段 的 中 已， 
三 角形 的 形 心 变 为 三 角形 的 形 心 : 椭圆 的 中 心 变 为 岁 的 中 心 3 
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而 所 有 三 角形 的 面积 都 被 变 为 滋 以 某 个 常数 所 得 的 积 。 所 以 我 
们 只 须 证 明 ， 
( 米 ) 内 接 于 图 的 三 角形 有 最 大 面积 前 一 个 充 要 条 件 是 它 的 形 
心 与 圆心 重合 . 

现在 要 证 的 命题 是 圆 的 内 接 三 角形 当 且 仅 当 为 等 边 时 有 最 
大 面积 。 

事实 上 ， 从 图 上 显 见 若 固定 图 内 接 三 角形 4BC 的 一 边 AB， 
则 当 4B 上 的 高 最 大 时 其 面积 最 大 ， 而 这 在 4C= BC 时 发 生 ， 因 
而 如 果 存 在 一 个 面积 最 大 的 内 接 三 角形 ， 它 必定 是 等 边 的 。 

至 于 最 大 面积 的 内 接 三 角形 之 所 以 存在 ， 是 因为 ， 圆 是 紧 
致 的 ， 而 面积 是 顶点 的 连续 函数 。 

显然 一 等 边 三 角形 的 形 心 与 其 外 接 加 的 中 心 重合 。 反 之 ， 
车 一 三 角形 的 形 心 与 其 外 接 圆 圆心 重合 ， 则 这 三 角形 等 边 。 这 
可 证 明 如 下 ， 设 形 心 与 外 接 贺 心 共 点 ， 则 三 角形 的 每 一 条 中 线 
与 对 应 边 上 的 中 番 线 有 两 个 公共 点 ， 即 边 的 中 点 与 形 心 。 因 为 
形 心 必 为 三 角形 的 内 点 ， 故 这 两 点 不 能 重合 ， 所 以 每 条 中 线 与 
中 垂 线 重合 ， 因 而 三 角形 是 等 边 的 ， 

B-7。 从 关于 递 推 的 图 解法 (在 P,93 阐释 过 〉 清楚 可 见 ， 


Y=% 
- 
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对 于 任意 所 选 的 Ne， 这 数列 收敛 于 方程 z= osz 的 唯一 根 。 我 
们 将 这 种 分 析 形 式 化 。 
因为 Fz) =zY- cosz 定 义 一 个 严格 增 函 数 〈 它 的 导数 非 负 仅 
在 孤立 点 为 零 ),， fC(0) 二 0， 而 FD>>0， 故 在 (0,1) 内 存在 唯一 
的 数 丰 使 得 f(&)=0, 即 cosE=E。 
由 中 值 定理 ， 对 于 任意 的 x 存在 一 个 1 位 于 z 与 5 之 间 使 
得 
COST ~ COSE= 一 (Sin1)( — £), 
车 xzE[0,1]， 则 ?E (0,1) 并 且 jsiny|l <sint， 所 以 
[cosz ~ cosE| (sin1)|zx -8 (1) 
现在 Ni=cosNoEL~-1,1]，Ns=cosN EL[0,1]， 并 且 由 
归纳 法 当 j 宇 2 时 N;EL0,1]。 所 以 从 (1) 得 
INj;+1 ~é| = |eosN; ~ cosé| < (sin1)|N;—&| 
当 j 过 2 时 成 立 ， 佐 而 
INi-é&| (sin1)"? IN, —& 
当 j 尝 2 时 成 立 。 因 为 sin1< 之 1， 推 知 INj 一 站 ->0， 所 以 
limN; =é&, 


j= 00 


第 十 三 届 (1953 年 3 月 23 日 ) 


上 午 试题 


A-1。 试 证 对 于 每 个 正 整 数 #， 有 
n/n<V TMI Rn. 


A-2。 空 间 中 六 点 没有 三 点 共 线 ， 也 没有 四 把 共 面 。 连 缩 
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每 两 点 所 得 的 十 五 条 线段 中 有 一 部 分 是 红线 ， 其 余 是 蓝 线 。 求 
证 荐 在 一 个 三 角形 ， 以 六 点 中 的 某 三 点 为 项 点， 而 它 的 边 是 同 
一 种 颜色 。 

A-3。 设 实数 x, ,x, ,Xs 其 任意 两 数 之 和 大 于 三 ， 求 证 


名 $3 8 
3 i=l j=1 i=!1 
A-4. 试 从 恒等式 
/2 , i ， 
| lInsin?9xdzx = ) ln sinrdx 
0 0 


,多 /2 
+| ln coszdz + | ln 2dz, 
0 0 


推算 | ln Sinzdz 
的 值 、 / 

A-5。 设 从 一 点 PP 能 向 抛物 线 作 出 三 条 法 线 。 试 证 这 三 条 
法 线 的 倾角 之 和 与 连结 P 及 焦点 的 直线 之 倾角 相差 的 售 逆 。 

A-6。 证 明 数 列 

wv7T，VvV7T-v7，w7-v7+v 了， 
v7-w7+w7-v， 四 

收敛， 并 计算 其 极限 值 。 

A-7。 假 定 zs+pz2+dz+r=0 的 根 都 是 正 实 数 。 试 求 p,9， 
fr 之 章 的 一 个 关系 式 ， 使 得 该 式 是 这 些 根 是 一 个 三 角形 的 三 内 角 
前 余 芝 值 前 充 要 条 件 。 


下 午 试题 


B-1。 无 穷 级 数 
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5 rie 
p+ 下/ 和 


收敛 吗 ? 试 证 明 你 的 断 语 ， | 

如 -2。 若 ao ,avG 为 实数 而 AZz) 一 Go+aZ 二 十 Ce” 。 
假设 对 每 个 载 数 i,f( 让 为 整数 。 求 证 nh1ak 对 于 每 个 K 都 是 整数 。 

B-3。 求 解 方 程 组 

dy 
dr 
其 初始 条 件 为 ， 当 z= 0 时 y= 1,z= 0。 

B-4。 试 确定 三 维 笛 卡 睛 空间 内 一 个 具有 如 下 性 质 的 曲面 
方程 ，(c) 它 通过 点 (1,1,1) (2) 若 在 曲面 上 任 一 点 FE 作 切 平 
面 ， 分 别 与 各 华 标 轴 交 于 A ,B,C 点 ， 则 P 是 三 角形 ABC 的 垂 心 。 

B-5。 试 证 若 将 方程 (1〉 7x“+ azx?+ 6x?+ czx+d=0 的 根 适 
当 编 号 ， 则 它们 满足 关系 式 


7 Ts 
yp 
7 ri 


这 里 假定 a*d=c? 关 0, 

B-6。P 与 0 是 圆 (C) 〈 其 圆心 为 C) 内 满足 CP= CQ@ 的 任意 两 
点 。 试 确定 (C) 上 一 点 Z 的 位 置 ， 使 PZ + QZ 为 最 小 . 
B-7。 设 WW 为 无 理 数 ,0 二 W 过 1。 试 证 W 有 唯一 的 收敛 的 展 
开 式 ， : 


=2(Yy+ 2)", 部 =Y(y+2)", 


Wot a i 1 w= 1 十 
Do PoD! PoDiP， FoPiPzPs 
寂 中 popDbp: 为 整数 且 1 近 po <<Di<Dz 生 …， 如 条 W = V3, 


试 求 p, ,Pi ,p: 。 
830 


解答 
A-1。 对 于 正 整数 K 及 玉 - 1<x<K， 我 人 有 VE>V 到 ， 
所 以 VK >| 。 vdr， 相 加 ， 则 得 
VT+V Vat + n>| vaz=2ns0 


因为 zx 的 图 形 向 下 思 ， 由 图 53 可 清楚 地 看 出 


图 53 

1 x 

(VE 二 + WK )<| Ed (1) 

2 KR- 1 

《 即 梯形 面积 接近 积分 值 而 小 于 该 值 );。 所 议 

VIIVD+. +rVn=i(V 0+V I) 
tT Ett RIV it 
< | Vide+ 1 = 3 


当然 ， 不 等 式 《 1) 是 可 用 解析 方法 证 明 的 。 我 们 要 用 到 
关于 梯形 法 作为 一 个 积分 的 近似 值 的 谋 差 信 值 定理 ， 
设 f 在 闲 区 间 La,b] 上 连续 而 "在 开 区 间 (a,b) 内 存在 , 则 在 
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(a 必 ) 内 存在 一 点 9 使 得 
| epaz= 工 -oo + fb)1 


,1 pw ny)3 
pa (PbO~a), 


就 本 题 而 言 ， 可 取 (x)= x ,a=K~-1,0=K。 由 于 f’ 在 
《0,c0) 上 为 负 ， 就 推 得 不 等 式 《1)， 

A-2。 设 P 为 六 点 中 任 一 点 。 以 P 为 端点 的 五 条 线段 中 ， 至 
少 有 三 条 (比方 说 PQ ,PR ,PS) 必定 有 同样 的 颜色 (如 兰 色 )，。 
那么 ， 如 果 线 段 09R, RS,S@ 的 任 一 条 是 兰 色 ， 我 们 便 得 到 一 个 
兰 色 的 三 角形 ,否则 QRS 就 是 红色 三 角形 。 于 是 在 任何 情况 下 
至 少 存在 一 个 各 边 同 色 的 三 角形 ， 

A-3。 要 证 的 不 等 式 等 价 于 


2(Z7i) (Er?) > 3Eri + 3217273。 (1) 
置 24=7X, Xs-7X1, 20=2s+wl 一 Ta， 2C=7T1+ XH -Tae 
则 Zi 一 b+Cc，Z2=C+，xzs=Q+D0。 


于 是 Ex, = 2L9 

Er = 2Za? + 2Zab 

Er = 2Zas + 3Za26 

TTTs= Paib+ 2abce 
这 里 Za26 表示 

a:b+a’c+b:at+ bc+c*at+c’b, 
对 于 别 的 和 式 也 有 类 似 的 说 明 。(1) 的 左边 是 

8(Za) Za: + Zab) = 8(CZas+2Zo20+3apc) (2) 
而 (1) 的 右边 是 

6Zas + 12EZa:b + 6abe (3) 
因为 06，5%，c 都 是 正 数 ， 显 然 (2) 大 于 (3)。 
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A-4。 令 r=-[ lnsinzaz 
《自然 ， 这 是 一 个 广义 积分 ， 我 们 现在 假定 它 是 存在 的 。) 作 替 
换 r=x/2 -4 及 z=r-z 得 
=| lIncosudu =| lnsinvdv, 
香 Li 第 
所 以 | Insinodo= | Insinvdv + | Insinvdv = 2 了 
0 0 A/ 
作 替 换 v =2w 我 们 又 有 
| lnsinz dv = ?| Insin29wadw 。 
0 0 


和 /2 下 7 多 雷 /党 
则 I=| “Insin2w dw=| In2dw+ | Insinwdw 
0 0 9 


x 
+ | Incoswdw = 也 In2 +21, 
0 


故 1= -In2, 
为 了 证 明 上 述 推导 的 正确 性 ， 注 意 


当 0<z< 了 时， 二 2<sinz<1， 


从 而 In2w— Ins<Insinr<0, 


现在 | Inzdz= -1-elne+e， 


所 以 lim| Inzdz= 一 。 
二- 
故 推 知 广义 积分 
| Insinxdzx = lim | Jpnsinxdx 
0 ED J 


存在 ,因而 上 面 使 用 的 几 个 替换 现在 都 能 按 常规 证 明 其 正确 性 ， 
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A-5。 令 抛物 线 的 参数 方程 为 X=4t",， y=2at。 则 在 后 
(at? ,201) 的 法 线 方程 为 {Xt+y-at*--2at=0， 斜 认为 ~t，。 

现在 若 在 点 Qi;(at?，2at;) 
(i 二 1,2,3) 的 法 线 过 PC(h,k)， 
则 +; 必须 是 三 次 方程 at* + (29 
-hh)t -k=0 的 根 , 因 而 f+ 
tt,=0, tif,。+iototiltis 
= (20—h)/a, titsts=k/a, 

令 Q;P 的 倾角 为 &; 而 PF 的 
倾角 为 8。， 则 对 于 某 个 整数 n， 
gjtQs+Q,= 二 B+nAx 当 且 仅 当 
tg(g1+0G,+0,)=tg8。 但 是 图 54 


tgo, + tga » + tga, — tgoa tga .tgas 
1 ~ tge too, ~ tga, tge, 一 tegatgxs 


tg(& : 十 2 + 0s)= 


~ —(ti+t+t +1)+it,is 
1—-(tit。.t+ittst+titts) 


A-6.。 令 zeo=w 7，2=v7-v7， 
z; =v7T7 和 7 。 该 数列 的 通 项 由 递 扒 公 式 
zi 一 ww7T-w7+X n>0 
给 出 . 故 有 两 个 形 如 4a, 141 = /ac) 的 联 锁 递 推 公式 ， 丝 处 
f(2) =w7 -TFT 
方程 的 图 解法 ( 见 P,93) 表明 对 于 以 /的 定义 域内 任意 点 为 


1T23。 


起 点 ， 这 递 推 公式 收敛 于 2, 它 是 1 的 唯一 不 动 点 。 下 面 我 们 给 


予 和 解析 的 证 明 ， 
由 中 值 定理 有 


f(x) ~2)=1f(7) -6021 = 1 2) Ir -21 
对 于 2 与 zx 之 间 的 某 个 上 成立 。 若 0 委 z 委 7， 则 必定 0 委 E< 和 7 而 且 


/ -| > 
[7 CE) | I 


< re var D 
所 以 当 0 志 x, 志 7 时 
[zrs—2|=|f(7.) ~2|<alz, ~2|. 
由 于 zo 与 Zi 都 在 这 区 闻 内 ， 故 0 委 2 委 7 对 所 有 4 成立， 从 而 
[7 一 2| 委 wz 一 2 与 |zohl 一 2 oe "|zx -2| 
对 所 有 正 整 数 K 成 立 。 因 为 <1， 就 从 这 些 不 等 式 推 知 当 n-> ce 
时 X,->2。 
A-7。 对 任意 三 角形 4BC， 有 
a=bcosC+ ccosB, b=ccosA + acosC， 
c=acosB+ bcosA, 


这 是 a,b,c 的 三 元 齐 次 线性 方程 组 ， 因 有 非 零 解 故 
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1 -COSC ”一 00SB 
一 COSC 1 一 C0S 上 |=0， 
一 COS 有 -cosA 1 
即 coS A+cos*B+cosC+ 2cos4cosBcosC =1. (1) 
车 方程 x?+px?+4qr+r=0 (2) 


的 根 是 cos4，cosB，cosC， 则 
一 一 COSA4 + COS 了 B + COSC 
q=cosAcosB + cosBcosC + cosCcosA 
一 上 一 COS4cosBcosCc 
故 (1) 成 为 P? -24-2r=1， C3) 
因而 这 是 一 个 必要 条 件 。 
现在 设 (3) 成 立 并 且 (2) 的 根 ( 记 为 ziyzz,zs) 都 是 正 实数 ， 
则 
Zi+X2++2X3 +2717273 一 1 。 (4) 
从 这 里 看 出 每 个 根 位 于 0 与 1 之 间 ， 故 有 唯一 的 一 组 锐角 4,B,C 
使 得 XY! 一 cosA，Yxas =C0S 有 ，73 二 COSC 。 
为 了 证 明 这 些 角 是 一 三 角形 的 内 角 ， 只 要 证 朋 4+B+C= 
XxX。 代入 (4) 得 
COS?C + 2c0S4cosBcosC = 1 C05*A ~ cos:B., 
将 左边 配 成 完全 平方 ， 得 
《coSC + cosAcosB)’: =sin: Asin*B, 
因 这 些 角 都 是 锐角 ， 取 正 的 平方 根 给 出 
CosC + cosAcosB = sinAsinBp, 
从 而 coSC = ~ (coOSACOSB — sinAsinB) 
= ~COSCA+B)=c0oS(X— A —B), 
由 于 C 与 + 一 和 A 一 B 都 在 (0,7) 内 ,所 以 C=x ~ A ~B, 得 所 欲 证 ， 
这 就 是 说 ， 若 (2) 的 根 都 是 正 实数 ， 则 (3) 是 这 些 根 为 某 个 
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三 角形 名 内 角 的 余弦 的 充 要 条 件 . 
B-1。 对 于 每 个 正 整 数 %，n<2"， 所 以 nh1" <2， 故 


1 ~ 1 
nt 7 $ 


由 于 台 -六 发 散 ， 因 此 了 Tea 发 散 ， 


B-2。 对 于 定义 在 R 上 的 任意 通 数 9， 令 Ag 是 由 
Ag(7%) =g(xz+1)—~9(7) 
定义 的 一 阶 差分 。 又 令 4A:g=A(Ag)，43g=A(CA?g) 等 等 ， 则 
如 时 /是 次 数 志 1 的 一 个 多 项 式 ， 便 有 


fr) = CO) +(CAFCO))z+ 3 (Af(0)) zz 1) 
+ BCA fC0) er 1) Cx ~ 2) 


十 + 二 CAACO))zGz- 1)…(z-H+1)。(1) 


(这 是 有 限 差分 的 泰 勤 级 数 。 为 证 明 (1) 的 真确 性 ， 令 9(z) 表 示 
(1) 的 右边 。 则 显然 9 是 次 数 至 多 为 n 的 多 项 式 。 并 且 Aig(0) = 
Af(0),i=0,1,… ,Rn。 又 由 数学 归纳 法 推 知 9Ci) = 了 (i)，i=0， 
1,…,hn。 但 是 两 个 次 数 至 多 为 n 的 多 项 式 在 n+ 1 个 上 后 相等 必然 
簿 等 ， 故 1 =9。) 

由 于 给 定 的 多 项 式 f 对 于 自 变 量 的 整 值 取 整 值 ,显然 41(0) 
是 整数 (=0,1,2,…)， 则 从 (1) 易 知 n1f(7X) 是 关于 x 的 整 系数 
多 项 式 。 但 是 一 个 函数 的 多 项 式 玫 达 式 的 系数 是 唯一 的 〈 如 采 
绪 样 的 表达 式 存 在 )， 故 414 是 一 个 整数 (k=0,1,…,n。) 

B-3。 令 =y+z。 将 两 个 给 定 的 方程 相 加 ， 得 
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du 


六 一 到 3+ 1 (1) 
这 里 当 z= 0 时 ==1，。 
我 们 暂时 假定 n 冯 0. 用 分 离 变 量 法 及 初始 条 件 得 
xn 二 (2) 


对 于 一 <x<1/n( 当 n>>0) 以 及 对 于 1M8<z<co( 当 4<0) 戌 
立 。 
现在 令 v=y ~ 2 并 将 原来 的 方程 相 减 ， 


dv »_ 一 0 

dr Tn (3? 
这 里 当 z= 0 时 v =1。 再 用 分 离 变量 法 及 初始 条 件 ， 得 

Z =] 一 也 


所 以 y= 5+0) = ln) + (1 — nx)! "1](4) 


z=3W0) = ln 1 ne) 1 ] 


对 于 - ceo<z<1/P ( 当 z>>0) 以 及 对 于 1/n<z<% ( 当 n<0) 成 
YY， z 
n=0 的 情况 可 用 同 法 解 之 。 在 这 种 情况 du/dz =wu，dv/dz 
= 一 UVU， 岂 以 w=e*,， 0=6 2 从 而 : : z 
y= chx 
z= Shx 
对 于 所 有 的 x 成 立 。 
若 n 是 一 个 非 负 整数 ,原来 的 方程 组 在 整个 R* 是 实 解析 的 。 
然而 对 于 + 的 别 的 值 ， 沿 闭 平 面 y+ z= 0 方程 组 显示 某 种 病态 
。 了 97 。 


(5) 


(pathology)， 所 以 解 的 唯一 性 的 某 些 讨论 是 必要 的 。 记 区 域 
!+2z>>0 为 5， 微 分 方程 组 在 $ 上 是 实 解 析 的 因而 在 $ 内 的 一 积分 
曲线 不 能 分裂  。 解 (4) 处 于 S$ 内 而 且 当 z->1/ 时 无 界 ， 推 知 它 
是 这 给 定 的 微分 方程 满足 初始 条 件 的 唯一 的 最 大 解 。 注意 若 
~1<n<0， 则 (2) 不 给 出 (1) 的 最 大 解 ， 因 为 这 解 能 被 用 当 zx 专 
1/n 时 置 4=0 的 办 法 延 拓 到 左边 、 
B-4。 考 由 穿 过 坐标 轴 上 三 个 不 同 点 4,B,C 的 任意 平面 Il， 
且 令 8 是 三 角形 4BC 的 恒心。 将 这 些 点 作为 从 原点 发 出 的 向 量 
处 理 , 用 〈 ，) 表示 两 问 量 的 内 积 ,四 坐标 贡 互 相 垂直 ,， 放 (4， 
8)=(B8,C) = (C, 和 A)=0。 则 算 心 的 性 质 成 为 
(P~-A,B-C)=(P-B,C-A)=(P-C,A-B)=0, 
利用 内 积 的 线性 性 质 ， 得 
(P,B-C)=(P,C-A)=(P,A-—B)=0, 
于 是 向 景 P 正 交 于 平面 HH。 这 意味 着 点 P 是 从 原点 0 癌 II 所 引 季 
线 的 垂 足 ， 
在 曲面 上 ， 这 条 件 就 是 所 有 指法 线 通 过 上 原点。 显然 球面 
r+Yy*+2:=3 (1) 
具有 这 样 的 性 质 并 且 通 过 所 需要 的 点 (1,1,1)。 
然而 这 种 满足 原来 条 件 的 曲面 不 能 包含 任 一 个 坐标 平面 的 
点 ， 因 为 由 上 面 的 分 析 ， 使 得 那样 的 点 是 一 个 顶点 在 各 坐标 四 
上 的 三 角形 的 重心 是 不 可 能 的 。 我 们 将 证 明 满 足 这 些 条 和 件 的 最 
大 连通 曲面 是 球面 (1) 的 满足 z>0,y>0,z>0 的 部 分 。( 我 们 只 
考虑 连通 曲面 ， 因 为 没有 这 种 限制 的 话 ， 我 们 能 随意 将 别 的 一 
些 球 的 部 分 加 起 来 。) 在 这 曲面 上 这 个 条 件 是 形 如 


2dz + ydy+ zdz= sd(z? + y2+ 22) 


的 微分 在 曲面 上 为 零 。 于 是 我 们 得 出 结论 ,z* +y” +2z 是 常数 。 
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因 这 曲面 要 包含 点 (1,1,1), 放 它 必定 是 球面 (1) 的 一 部 分 ， 
又 因 〈 如 我 们 已 经 看 到 的 ) 它 不 能 包含 坐标 平面 的 点 ， 故 它 必 
定 完 全 位 于 第 一 封 限 。 

B-5。 兹 证 对 于 任意 的 具有 根 ri ,rs ,rs ,的 四 次 方程 (1)， 
有 

(rT ro ~ ,Dr Ts 一 rira)(rire ~rirs) 一 02d -CC (2) 

将 左边 乘 出 来 ， 得 
orirorsrt, ~ rirzrs, 
其 中 每 个 和 号 表示 电 及 由 置换 下 标 得 到 的 全 部 不 同 项 来 求 和 。 
为 一 方面 ， 因 为 
d= ~ Zr C= ~ Drir2rs, d =rr2r sr 0s 
故 有 ad—c?= (Pri +227r,) iT 2T sr 
~ COrirara tt 22r1r3r sr 6) = Zrirsrars 
一 Zrirzrs, 
于 是 (2) 得 证 。 
给 定 cd =c*， 我 们 知道 
Firs 一 rsr4)Crirs ~Far2 rr, ~7273) = 0, 
所 以 必 有 一 因子 为 等 ， 只 要 重新 整理 根 的 编号 ， 就 能 得 到 
rir4 一 r27s 一 (0。 


因 d 关 0 故 没有 一 个 根 为 零 ， 从 而 可 用 rsr4 除 各 项 得 


1 了 3 
rr 1 


B-6。 解 法 一 ， 设 PC@ 的 中 垂 线 交 〈C7 于 4 及 B。 因 |CP 
= |CQ|, 故 C 位 于 4B 上 ， 并 按 14P| 志 |BP| 来 标记 4, 了 两 瓜 。 
考虑 当 X 沿 着 (C) 变 化 时 的 通 数 
XH-—> |PX|+ |XO|. 
, 由 于 对 称 性 ， 它 以 4 与 B 为 临界 点 。 设 Z 是 任意 别 的 临界 点 。 以 
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P 与 0 为 焦点 而 过 Z 的 糖 图 (B) 必 与 (C7 相 切 于 Z。 故 (B) 在 Z 的 法 
线 为 CZ 。 若 P,Q 与 Z 共 线 ， 则 PQ 是 (E) 在 Z 的 法 线 , 所 以 C 在 
P 8 上 。 假定 P,O 与 不 共 线 ， 令 (D) 为 过 P，9 及 Z 的 圆 。 由 机 
回 的 反射 性 知 CZ 平 分 LPZQ. 它 交 (D) 于 P 8 的 中 点 ， 这 点 在 
A BE 上。 因 Z 不 在 AB 上 ， 故 CZ 与 4B 相 异 ,因而 必 仅 交 于 一 
点 ， 此 点 必 为 C。 于 是 P,Q,Z,C 共 贺 。 

于 是 ， 我 们 可 用 下 面 的 作 
图 法 来 找到 任何 不 同 于 4,B 的 
临界 点 。 作 过 P,Q8,C 的 贺 (或 
直线 )。 若 这 圆 不 与 《C) 相交 
或 只 交 于 点 4， 就 没有 别 的 临 
界 点 .然而 如 果 这 圆 (或 直线 ) 
交 (C) 于 两 点 Z 与 Z/， 则 这 些 
点 都 是 临界 扎 ， 因 为 上 股 的 论 
证 不 难 倒 过 去 证 明 焦 点 在 P 与 
0 而 过 Z 的 椭圆 是 切 (C) 于 Z 和 
2Z/，, z 


/ 图 56 

璋 下 的 任务 是 确定 这 些 新 的 临界 点 的 性 质 ,我 们 首先 指出 ， 
若 一 椭圆 与 一 圆 切 于 两 个 不 同 点 ， 则 除了 切 点 以 外 这 两 条 曲线 
之 一 完全 位 于 另 一 条 的 内 部 [这 可 以 解析 地 证 明令 圆 方程 为 
zz+y? -4:=0， 连 结 两 切 点 的 直线 为 下 = pz+c -xd=0. 则 任 
意 在 这 两 点 与 圆 相 切 的 二 次 曲线 为 z: + y* 47+ 和 XL? = 二 0。 如 末 
这 二 次 曲线 有 一 点 在 图 内 ， 则 在 该 点 x*+y’* -4*<0, L*>>0， 
故 和 \ 必 为 正 数 。 间 理 ， 如 果 这 二 次 曲线 有 一 点 在 图 外 ， 则 ^<0， 
所 以 ， 除 了 切 点 以 外 ， 整个 二 次 曲线 或 者 位 于 圆 内 或 者 位 于 图 
外 ]。 在 非 共 线 的 情形 ， 椭圆 (8) 一 定 至 少 有 一 点 在 (C) 内 , 即 2 
对 P 8 的 反射 点 ， 故 圈 在 椭圆 的 外 面 从 而 有 
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IPB| + |BQO|>|PA|+|1AQ|>|PZ|+|Z0|l. 
在 共 线 的 情形 ,|PB| + |B@|>>|PA| + 148|>>|PZ1+128|, 由 
于 我 们 的 函数 在 两 个 临界 点 之 间 必 为 单调 ， 所 以 在 上 述 两 种 情 
形 Z 邦 是 一 个 极 小 值 点 。 由 对 称 性 ，2Z’' 也 如 此 ，。 
[用 托 勒 米 〈Ptolemy) 定理 的 现代 说 法 ， 也 可 证 实 上 述 结 
论 。 因 为 |jCP| = |C@I<1CZ1=1C27 | ， 氮 P 和 @ 使 C 分 别 与 2 和 
2Z/ 隔 开 ， 考 虑 在 (C? 上 任 一 点 基 。 根 据 托 勤 米 定理 : 
[PXI |COj+ ix | CPP ICX |PQ| 
式 中 等 号 当 且 仅 当 P,8,C,2Z 四 点 共 圆 或 共 线 并 且 P 和 9 分 隔 C 与 
XX 时 成 立 ， 即 当 且 仅 当 =Z 或 Z' 时 成 立 。 我 们 注意 到 |CP| = 
1CQ| 及 |1CX| =r,，r 为 (CC) 的 半径 ， 故 有 : 
[PXI + |QX| >r|PQ| /ICP| 
式 中 等 号 当 且 仪 当 XX=2 或 Z 时 成 立 。】 
总 之 ， 若 过 P,Q8,C 的 贺 ( 或 可 能 是 直线 ) 交 (C) 于 而 点 ， 则 
这 两 点 为 极 小 值 点 。 若 不 交 于 两 点 , 则 极 小 值 点 必 是 PQ 的 中 垂 
线 与 (C) 的 交点 中 较 近 的 一 点 。 


图 57 


解法 二 ， 反 演 法 使 得 前 面 的 解法 变 得 非常 简洁 。 
设 图 (CC) 有 半径 r， 又 设 A= |PC|/r=1QCI|/r, 在 5 五 上 和 
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P/ 且 在 CO 上 选 9/ 使 得 |CP/|.1CP| = 1C9/1 ,1C9| =r* (即将 
P,Q 各 就 此 圆 反 演 ,) 令 Z 是 (C) 的 任 一 点 . 因为 人 CZP’'~ 和 CPZ 
以 及 和 ACZQ' ~ 人 CQZ， 我 们 有 
,PC|_ IPZ| _ IQ2| __ IPz|+102| 
[2C|] |2P’T T2060| 1T2P’|+|20T"* 

所 以 很 清楚 地 看 出 在 (C) 上 选择 Z 使 得 |PZ| + 19Z| 极 小 与 
12P/|+ 12@'| 极 小 是 一 样 的 。 但 是 下 面 问题 的 解 是 显然 的 ; 阁 
F701 与 (C) 相 交 ， 则 极 小 值 在 两 个 《可 能 只 一 个 ) 交 点 中 之 伍 
何 一 点 达到 。 若 PG! 不 与 (C) 相 交 ， 这 极 小 信 在 (C) 最 接近 于 
直线 7G7/ 的 A 点 处 达到 。( 当 如 果 1 是 切 (C) 于 A4 的 切线 时 ， 则 
1AP'| + 1A | 过 |ZP'|+ 1Z@'| 对 于 1 的 所 有 的 别 的 点 Z 成 立 ， 
当然 对 于 (C) 的 所 有 别 的 点 Z 也 成 立 。) 

直线 P/Q/ 是 解法 一 中 所 作 圆 (C) 的 反 演 。 

B-7。 在 开始 构造 之 前 我 们 先 考察 一 下 。 

若 某 无 理 数 c 适 合 0<a<1， 则 存在 唯一 的 整数 P 使 得 


1 
P+1 下 二 一 <o<< 司 ， (1) 


并 且 P 是 正 数 ， | ~ Pa 是 无 理 数 ， 01i-Pa<1/(CP+ 1) 

现在 归纳 地 定义 一 个 0 与 1 之 间 的 无 理 数 的 数列 Wo，, Wi， 
Ws… 以 及 一 个 正 整 数列 ， 

令 wo =w 上 且 设 P ,为 整数 使 得 


< ws < 


1 
Fu+l 
念 W1:=1- -Pw, (这 是 一 个 无 理 数 ， 根据 (1), 它 位 于 0 与 1 之 
间 〉 又 设 P 为 整数 使 得 


在 Ws-1 与 Pi 1 六 


1 Ww -一 
P,_ ,二 1] < h- 1 全 _， (2) 


之 后 ， 令 Wi=1Pi-1Wi-1， 这 是 0 与 1 之 间 的 无 理 数 ,是 令 Ps 是 


整数 使 得 
1 


1 
P+1 I 
从 (1) 与 (2) 知 Wi< 己 | 


故 P 之 Pi-1+1。 所 以 这 些 P 严 格 递 增 。 现在 
Wi 二 一 sr 当 k=0,1,2..。 


P, P, 
故 对 于 所 有 的 K 
1 Wi 1 1 WW, 
WW 二 EE Oe 
"Pp P,P ~ PP PP. 


sw 《一 1 Wht 
这 些 P 严 格 递增 , 故 PoP,…Pi 宇 (K+ 1)1 而 且 这 些 w 有 界 , 故 (3) 
的 最 后 一 项 当 K->ce 时 和 趋 于 0 
所 以 


W = 一 一 (4) 


-= 0 


式 中 心 ， ;Pi1,P,,…' 是 正 整 数 的 一 个 严格 递增 数列 ,我 们 来 证 明 ， 
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车 利用 上 述 构造 法 ， 则 Pp, = 4, 对 所 有 的 n 成 立 
因为 (4) 为 各 项 绝对 值 严格 递减 的 交错 级 数 ， 我 们 有 
1 、1 1 1 


> Wo> 
do dodi do do(do t+ 1) gotl1" 


(~1)" 
故 Ps = go 而 外 gg pg 


归纳 地 反复 进行 这 种 论证 求 得 放 -: = 和 -: 而 


2 (~ DD" 
pe drdk41*"'d» 


对 于 Kk=1,2,3,… 成 立 。 这 就 证 明了 展开 式 的 唯一 性 ，。 
如 果 W, = 3V 3 出 p=1，。 


Ws = 


1 ”到 1 本 
< 一 一 一 一 一 一 一 一 十 = 
Wi=l~-sV 2 37? MD! [2+ V2]=3, 


wa =1-3(1- 于 了 )= -57 


故 P,=[4t+ 3v 2 j=8, 


第 十 四 届 (1954 年 3 月 6 日 ) 


上 午 试 题 


A-1， 设 ?为 大 于 1 的 奇数 ，A4 为 nxn 对 称 拭 阵 ， 有 
列 均 由 整数 1， Lp 1 的 某 个 排列 构成 。 求证 整数 1 2 
n 必 定 都 在 4 的 主 对 角 线 上 出 现 ， | 
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A-2。 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 任 取 五 点 了 1，P，Ps，P4， 
.用 di 者 示 抬 忆 与 六 之 间 的 距离 。， 试 证 至 少 有 一 个 距离 dij 二 
v2 /2。 又 题目 中 之 vw 2 /2 能 否 用 一 个 更 小 的 数 来 取代 ? 

A-3。 试 证 如 果 人 微分 方程 


YY + pz)g=dg(z)，p(z) qt) 0 


的 积分 曲线 族 被 直线 z = 攻 所 截 , 则 在 各 交 截 后 处 的 所 有 切线 交 
于 同一 扣 ， 

A-4。 一 根 均 匀 连 杆 4B 长 为 2K 重 为 W, 其 上 端 4 撑 在 一 墙 
光滑 竖 直 的 墙 上 ， 而 下 端 8 以 长 为 2b 的 绳子 BC 系 着 ,C 上 挟 固 定 在 
墙 上 4 点 的 正 上 方 。 如 果 这 系统 处 于 平衡 状态 ， 试 确定 角 ABC 
的 大 小 ， 

A-5。 设 实 芽 数 1(7) 定 义 于 0<x<1， 以 (x) =0(x) 表示 


当 z->0 时 人 >0. 


试 证 下 面 的 论断 ， 者 
limf《z) =0 以 及 f(x) 一 7 半 ) =o(z)， 


则 f(x) =0(7), 
A-6, 设 实数 列 Wo，Ul，U;，… 满 足 


Wn, = 六 ua 下 二 0，1，2，…。 (1) 
k-1 
试 证 车 三 ww, 收 僵 ， 则 对 于 所 有 的 Kk 有 册 = 二 0。 
A-7。 证 明 方 程 
7 + 3rYy ~ 2Yy’ =122 (1) 
没有 整数 解 ， 
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下 午 试 题 


B-1。 证 明 对 于 任何 正 整 数 c ,方程 z: 一 兴 =c 总 有 禾 数 解 。 
B-2。 如 所 周知 ， 交 错 调 和 级 数 
1—1/2+1/3-1/4+1/5~1/6+1/7-1/8+': (1) 
妆 伍 ， 用 s 玫 示 它 的 和 。 将 (1) 重 排 如 下 
1+1/3—1/2+1/5+1/7-1/4+1/9+t+1/11-1/6+:…(2) 
如 所 知 (2》 也 收敛 ， 用 5 表示 它 的 和 和。 分 别 记 《1) 与 (2) 的 
前 K 项 部 分 和 为 3 与 Sk。 试 证 下 列表 达 式 


(1) Se 一 Sn+ 320 (11) SS5, 


B-.3。 设 4 与 6 为 适合 4 过 5 的 实数 ， 记 号 [a,8] 表 示 包 括 端 上 
ca，p 的 闭 区 间 。 令 [fc,，pD,]，…，f[a,，b,] 为 一 给 定 的 闭 区 加 
集 ， 其 中 任意 两 个 区 间 都 至 少 有 一 公共 点 。 求 证 必 存 在 一 挟 ， 
它 是 所 有 这 些 区 间 的 公共 反 。 

B-4。 给 定 一 抛物 线 P 的 焦点 f 与 准 线 D 以 及 一 条 直线 L， 试 
用 欧 氏 作 图 ( 即 尺 规 作 图 》 找 出 5 与 P 的 交点 ， 并 加 以 证 明 。 讨 
论 L 与 P 在 何 种 情形 下 没有 交 扩 。 

B-5， 令 f(x) 为 定义 于 ~1<x<<1 的 实 值 函 数 ， 且 ‘(0) 存 
在 ， 义 4r， b, 是 两 个 数列 ， 满足 

~1<a<0<0,<1, lima, = 0, limb, = 0。 


证 明 Hm fC) fe =//(0), 


得 一 5 


B-6。 试 证 每 一 个 正 有 理 数 均 可 由 级 数 1+ 二 十 村 二 
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+ 上 +… 中 有 限 多 个 相 异 项 的 和 来 表示 。 


B_7， 求 证 
tm 了 (< 
介 于 e' 与 e"* 之 问 。 


(a> 0) 


解答 


A-t。 给 出 的 集合 中 的 每 个 整数 在 矩阵 4 中 都 出 现 ?4 次 。 由 
矩阵 的 对 称 性 ， 与 主 对 角 线 平行 的 “锋线 ”者 成 双 出 现 。 因 为 
n 是 奇数 ， 所 以 每 个 整数 必定 在 主 对 角 线 上 至 少 出 现 一 次 ;但 主 
对 角 线 上 只 有 nt 个 数 ， 所 以 每 个 整数 在 主 对 角 线 上 恰好 出 现 一 
次 。 

A-2。 设 这 正方 形 被 分 成 每 边 长 为 的 四 个 小 正方 形 。 将 
每 个 小 正方 形 作为 闭 集 考虑 ， 五 点 中 必 有 两 点 落 在 同一 个 小 正 
方形 内 ， 于 是 该 两 点 的 距离 小 于 地 2 。 原 因 是 在 以 平行 于 正 
方形 的 边 所 作 的 坐标 系 上 ， 这 两 点 的 纵 、 横 坐标 差 都 小 于 1/2， 

给 定 e>0， 选 取 大 正方 形 的 中 心 作 为 一 点 ， 而 其 它 四 点 取 
在 对 角 线 上 上 是 分 别 落 入 四 个 角落 的 :范围 (直角 扁 形 〉 内 ,这 五 
点 间 的 最 小 距离 大 于 方 -6, 所 以 没有 比 计 3 更 小 的 数 
能 够 适合 本 题 。 

A-3。 光 滑 上 曲 线 y= /xz) 在 点 (k，m) 的 切线 方程 是 

y—m=//(K)(r ~k), 
若是 给 定 的 微分 方程 的 一 个 解 ， 则 上 述 方程 成 为 
。207 。 


8 一 了 一 [CgCK) -mpk) Ir ~ k), 
对 于 mm 的 任意 值 ， 该 切线 都 通过 点 
kk: 1 qa(k) ). 


2 


p(k)” plk) 


A-4, 若 连 杆 及 绳子 都 紧 直 ， 
即 B 点 也 在 墙 上 从 而 ABC =0， 
则 此 系统 显然 处 于 平衡 状态 。 

假定 连 杆 在 某 个 非 竖 直 位 置 
也 处 于 平衡 状态 ,如 图 58 所 示 ,. 令 
D 为 BC 的 中 点 ， 绳 子 的 张力 与 连 
杆 的 重力 都 作用 于 D 点 (后 者 竖 
直 地 通过 连 杆 的 中 点 ), 故 由 平衡 
性 知 墙 和 的 反作用 力也 必定 通过 D， 图 58 
因为 墙 是 光滑 的 , 故 这 力 牌 直 于 墙壁 。 所 以 得 4 了 垂直 于 4C 从 
而 


(4ACI2+ 14DI:=|CDI =0’., 
由 余弦 定理 得 

|AC|’= 4k’? + 4b’ 一 8okcos 由 

14AD|?=4k’*+0?-— 4bkcosy, 


(1) 


二 


于 是 ABC -arecos( 二 下 十 5 0 


因为 4DB 与 人 CAB 为 钝 角 ， 必 有 b<2k<2b。 又 因为 当 
二 <z<1 时 有 2z/3+ 1/3z<1， 帮 当 1/2<k/b<<1 时 方程 〈T 
确定 唯一 的 锐角 ， 这 样 ， 除 了 8 在 墙 上 以 及 这 个 锐角 这 两 种 情 
«2708 。 


况 以 外 ， 再 没有 别 的 平衡 位 置 . 
A-5。 给 定 s?>0， 选 取 0 使 得 对 于 所 有 满足 0<z<4 的 ?有 


1 1 


现在 固定 y，0<y<6。 则 
f= (69 -A( 亿 )]+[7( 世 ) -HE) + 


所 以 fn|<E|r7 Ga)-A( 各 )|+|7 (去)| 


< 上 et|f( 雪 )|=vel1- 训 )+ | (六 ) 


此 处 用 到 (1)。 令 n> 有 
|f CW) 1 <ey, 
因为 当 z-> 0 时 jz) 一 0。 
于 是 我 们 证 明了 ， 对 于 所 有 e> 0， 存 在 一 个 4>0 使 得 当 
0 二 y 过 6 时 有 |(y)/y1 三 E。 由 定义 ， 这 就 是 
f(7) =0(7), 
A-6。 从 〈1》 显 见 项 z, 非 增 且 非 负 。 于 是 ， 若 某 项 为 零 ， 
则 它 的 后 继 项 都 如 此 ， 用 〈1) 由 归纳 法 ， 则 它 前 面 的 项 也 者 
如 此 ， 


假设 罗 w, 收 敛 。 选 P 合 得 之 ws<1。 则 从 (1)， 
Wy = ZW: 之 Wp =W, 2 Us, 
最 后 一 步 的 等 号 仅 当 w。= 0 时 成 立 。 但 是 ， 注 意 最 左边 和 最 右 
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边 ， 则 必须 全 部 取 等 号 。 于 是 ws,=0 从 而 所 有 的 wu 都 为 零 。 
A-7。 将 (1) 乘 以 4 并 配 成 完全 平方 ， 得 


(27 +3)’ ~—17y° = 488, (2) 
荐 (1) 有 一 整数 解 ， 则 (2) 也 有 整数 解 ， 故 得 
w=488 (mod17). (3) 


但 是 〈3) 没有 解 ， 因 为 488 不 是 17 的 一 个 二 次 剩余 证实 这 所 
的 最 直接 的 方法 是 检验 w=0，1，…， 8 时 的 可 能 性 (我 们 不 需 
考虑 w=9，…，16 因 为 Ww? 三 (17 ~w)*。) 我 们 可 交替 地 用 互 转 
律 及 勤 让 德 符号 来 计算 ， 得 
(488/17)= (12/17) =(2/17) (3/17)= (3/17) 
= (17/3)=(2/3)= 一 1， 
所 以 488 不 是 17 的 二 次 剩余 。 
”关于 二 次 互 转 律 及 勒 让 德 符 号 ， 可 参看 例如 华罗庚 ，< 数 
论 导 引 » 第 三 章 . 一 一 译 痢 。】 
B-1, 令 T+y=a’, 7-y=a， 则 Xx? ~y?=a5， 而 z= Ca? 


+ 9)，y= 坟 (4? -a)。 由 于 a? 与 0 同 为 偶数 或 奇数 , 故 zx 与 0 同 为 


整数 ， 从 而 对 于 每 个 整数 a 大 在 一 解 。 
B-2。(i)》 我们 有 


-21-11 1,1._l1 1 
Sn=1 pts 4 5 6 48 一 1 4n 
1 1 | 1 1 
一 ,二 一 一 一 十 一 一 一 一 一。 
2 “ 2 4 6 An 
1 1 1 1 1 1 
; SS, 二 + 二 Sy 二 1 二 一 一 一 十 一 十 一 一 
站 加 ， 得 S， + 2 1 3 2 E 7 4 


| 1 
J np 
T Tn + 41 on $8 | 


e £10% 


(ii) 因为 《1) 是 一 个 交错 级 数 ， 其 项 递减 于 和 零 ， 故 


lims, =s 存在 ， 并 且 ;>1- 志 = 地 故 5 冯 0。 所 以 


S=limS。 = ss 


附注 。 如 所 周知 ，s= jn2。 
B-3。 当 且 仅 当 c 万 f 及 ed 时 两 个 区 间 [c,dj 与 [e, 门 交 秋 ， 
因为 这 些 给 定 的 区 间 中 的 任何 两 个 都 会 交合， 我 们 有 
GDp (1) 
对 于 所 有 的 n 和 所 有 的 P 成 立 。 所 以 {9,} 团 于 上 (和 且 非 空 ), 庆 可 
令 E 是 {a,} 的 上 确 界 。 由 于 〈1) 天明 每 个 2 是 ta 的 一 个 上 界 ， 
故 对 所 有 的 D 有 E 志 2,， 然 而 4p 志 & 因 为 5 是 {4,} 的 一 个 上 界 . 于 是 
对 于 每 个 P 有 EE€Lay， b, J]. 
B-4。 回 忆 一 下 p 是 到 /及 了 D 等 距 的 反 的 轨迹 。 
首先 假定 工 既 不 平行 又 不 垂直 于 忆 ， 则 交 只 了 于 一 把 0。 为 方便 
起 见 ， 选 择 坐 标 系 使 得 0 是 原点 ，D 是 x 轴 ， f 在 上 半 平 面 ， lL 是 
第 一 象限 的 一 条 射线 其 方向 角 为 ,0<w<T/2。 令 8 是 of 的 方向 
角 ， 则 0 二 B<X。 
设 工 与 P 交 于 点 4。 以 4 为 中 心 而 经 过 /的 圆周 C 就 会 与 局 相 切 
于 正 半 轴 的 某 一 点 。 因 为 of 与 C 相 交 ， 故 8 和 26 (参看 图 59) ,于 
是 若 B8> 2x 则 没有 交 操 。 
现在 设 8 和 2x。 在 这 种 情形 我 们 将 作出 PM 工 的 一 反 ， 事 实 
上 若 8<2c 则 有 两 点 。 在 L 上 选取 任 一 点 9/ 位 于 第 一 象限 并 引 以 
g/ 为 中 心 的 圆 C/ 与 D 相 切 。 因 为 B<24 这 射线 0f 交 C' 于 一 点 1 
( 若 p 过 24a， 则 两 个 交点 都 可 选 为 1f'.) 如 果 平 面 从 0 扣 按 比值 
| of bl: jop4| 伸展 〈 或 收编 )， 则 f' 被 映射 到 f，4/ 在 L 上 被 映射 
到 dg， 丽 C/ 被 映射 为 中 心 是 49 过 /点 且 与 忆 相 切 的 圆 C<。 但 这 董 肖 
es 27， 


4 到 /与 D 等 距 ， 故 YELNP。，g9 的 欧 氏 作 图 得 以 实现 。 


如 果 /& 工 ， 则 9 是 工 与 平行 于 9/7 且 过 /的 直线 的 交点 ( 参 
看 图 60)。 如 果 1 EL， 需 要 稍 许 改变 作法 。 例 如 , 设 r' 是 C' 与 D 
的 切 点 ， 则 引 万 平行 于 /7/ 交 D 于 r， 那 么 4 为 1 与 一 条 在 7 点 
垂直 于 D 的 直线 的 交点 。 


图 61 
在 8 一 2x 的 情形 ， 对 f/ 有 两 种 选 法 从 而 导致 地 nP 的 两 个 不 
同 点 。 若 8B= 20， 则 仅 可 求 得 地 nP 的 一 点 。 在 上 文 第 三 段 对 题 
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目的 分 析 指 出 LNP 的 每 点 必 可 由 我 们 的 作法 而 获得 , 故 在 这 种 
情形 LNP 只 一 点 从 而 L 与 P 相 切 。( 此 外 ， 图 61 表 明 在 4 点 所 作 工 
的 法 线 平分 4 f 与 在 4 的 竖 直 射线 的 夹 角 ,这 是 抛物 线 著 名 的 反 
射 性 质 。) 

现在 考虑 上 面 未 谈 到 的 情况 。 如 果 工 在 C 点 垂直 于 D， 则 LL 
必 与 P 恰 有 一 个 交点 (这 是 先前 情形 的 极限 情况 ，w=Z/2， 故 
当然 86<2c)。 作 法 与 前 面 所 述 一 样 ,但 是 虽然 of 交 C! 两 次 ， 但 
交点 之 一 为 DO 从 而 没有 工 P 的 第 二 点 。 如 果 f EL, 这 时 也 按 上 
面 作法 就 会 失败 。 在 这 种 情况 下 所 求 的 交点 是 of 的 中 点 。 

末了 ，、 设 工 平行 (或 重合 ) 于 D。 记 其 方程 为 y=a， 上 且 令 
是 /的 坐标 〈 我 们 仍然 假定 D 是 x 轴 且 6 汪 0)， 则 可 想 出 一 个 
类 似 于 先前 的 作法 ( 即 任 作 一 个 圆心 在 LL 上 且 与 PD 相 切 的 贺 ， 
然后 洛 着 工 将 它 作 相似 变换 ， 如 果 可 能 使 新 的 圆通 过 记 其 网 心 
就 是 ZnP 的 点 。)》 但 是 作 一 个 中 心 在 /半径 等 于 从 工 到 了 的 距离 
的 圆 更 容易 些 。 这 和 时 显然 五 门 工 = 世人 三 ， 不 难看 出 二 由 大 舍 有 0， 
1 或 2 个 点 ， 分 别 按 8 之 206，5 = 26， 或 bp<<2c 而 定 。 应 当 注意 ,这 

> 


些 情形 分 别 是 条 件 6 汪 24，B=20, 8<<20 当 工 是 直线 0S (其 中 3 
是 上 半 平 面 的 固定 点 ) 沿 着 D 的 左 射 线 让 0->co 时 的 极限 形式 。 
B-5。 给 定 e>0， 则 能 选取 6，0<6<1， 使 得 对 于 所 有 适 
合 0 过 | xz 1<6 的 zx?， 有 有 
| 8 一 丰 0 ~ 11 00) 


<E。 


选取 5， 使 对 于 所 有 m>>K 有 
[as |<6 和 lo, |<6. 
则 对 于 mm 之 k 有 


| £010 f7(0)| 一 bo 1(0) 
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一 上 (0) | 天 8。 (1) 


但 | /CD — flan) — Con ~— an)f’ C0) | 
= I(f(6) ~ fC0) ~ bnf’ C0)) ~ (fa) ~ #00) 
~— Qnf’C0)) | 委 | — f(0)— 6b,f’ C0) |+| fla,) 
~ f(0)—anf’C0) |<el bn |+e lan [|= eCbn ~ Gm), 
式 中 倒数 第 二 步 是 从 (1 推出 而 最 后 一 步 从 an<0<<0" 推 知 。 


所 以 LL -1/(0)| <e 
对 于 所 有 的 fm 成立。 既然 这 对 于 任意 的 8>>0 是 真确 的 , 我们 
就 证 明了 

tim-/ Co = /en) ~ fic0). 


= 
下 -oo 全 


8-6。 首 先 考 虑 有 理 数 r，0 志 r 二 1。 我 们 来 证 明 r 能 表 为 此 
调和 级 数 的 有 限 个 相 异 项 的 和 ( 若 7 =0 则 为 “ 零 个 相 蜡 项 的 
和 ?。) 

当 r= 0 时 结论 显然 为 真 。 若 ? =p/4,， (此 处 p 与 9 是 正 整 数 ,) 
则 p=1 时 这 结论 也 真 。 我 们 作 归 纳 假 设 当 p<P 时 对 于 所 有 有 理 
数 p/q (过 1) 可 表 为 所 要 求 的 表达 式 。 现 在 考虑 一 个 有 理 数 = 
P/g<1。 令 P 是 适合 1I/1Ns 和 P/]4 的 最 小 正 整 数 。 则 由 于 上 /< 1， 
m 之 2， 因 而 

lei <—l.. 

1 q m1 
故 mP-P<gq<mP, 0<mP~a<P. 令 R=(P/q)- (1/m). 
则 R= CmP 一 q)/qm， 从 而 根据 我 们 的 归纳 假设 R 是 可 由 调 各 级 
洲 的 有 限 个 相 异 项 来 表达 的 。 由 于 


1 1 1 1 
R "一 一 一 一 -一 ~ 一 一 妇 -一 一 
< 和 一 1 m CE 一 1 m 
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可 见 用 在 只 的 展开 式 中 的 项 都 不 能 是 1/m, 所 已 r =P/q=R+1/ 
m 能 表 为 调和 级 数 的 有 限 个 相 异 项 的 和 。 于 是 具有 分 子 了 而 小 
于 1 的 有 有理 数 也 可 表 为 所 要 求 的 表达 式 。 那 么 由 归纳 法 推 知 所 
有 小 于 1 的 有 理 数 虱 可 表 为 所 要 求 的 表达 式 。 现 在 假定 有 理 数 
/>1。 令 5, 为 调和 级 煞 的 前 "项 和 。 显 然 8, 是 有 理 狼 ， 由 于 
co 时 3, 一 co， 存 在 一 个 整数 8 之 1 使 得 5, 志 ?之 55441。 则 1 一 5, 是 
一 个 有 理 数 ， 并 且 


-9 一: 
六 dD, On Dn nrt1 <~1, (1) 


故 ” =? 一 5S, 能 表 为 其 和 级 数 的 有 限 个 相 蜡 项 移 和 。 由 (1)， 这 
些 项 没有 一 项 能 在 集合 1， 5 3 "yg 工 之 内 ， 所 以 7 征调 
和 级 数 的 前 项 再 配 上 那些 用 来 表示 ” =r 一 Ss 的 有 限 个 相 异 项 
的 总 和 。 并 且 所 有 这 些 项 都 是 相 晃 的 。 

B-7。 可 用 


(se 
来 计算 所 求 的 极限 值 。 上 式 当 n>>0 且 1+X/n>>0 时 成 立 ， 同 时 
lim(1+) 一 人 (2) 
对 于 所 有 实数 成 立 ， 
$5-B() -E+ 
由 4 记 >0 及 (1)， 得 


nn—1i et 1 


5 < 之 cxp(a- 门 < 总 exp(a~1) = 


f= 


TT—\® 
nk 
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oat 1 
所 以 limsupS,< 2 (3) 


要 一 上 


又 ， 对 于 固定 的 Kk 以 及 nk 
: a-r NA 
$,> Dt). 


由 (2)， 当 nn->co 时 右边 的 极限 存在 ， 故 


大 
lim infe ,之 S exp(la ~—r), 


Fa 


由 于 k 是 任 总 的 ， 我 们 得 到 


d+! 


lim intS., > >, eXD(4G ~—r)= 本。 (4) 
R00 r= 


比较 (3) 与 M4)， 得 


ot 1 
lim S, = ————, 
Ro 2 一 上 
显然 1< 一- <e， 故 e*<<jimS,<e" 。 


第 十 五 届 (1955 年 3 月 5 日 》 


上 午 试 题 


A-1。 试 证 除了 0，0，0 以 外 ， 没 有 其 它 整数 mm，n, Pp 使 得 
m+nv 2 +p\ 3 =0, 

A-2。4:4:…4, 是 半径 为 r 中 心 为 0 之 图 的 一 内 按 正 多 边 
形 ，P 是 O04 :延长 线 上 的 一 瓜 。 试 证 
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JIPA;=OP"-r". 


A-3、 设 P 表示 正 项 递 减 收 盆 级 数 立 z; (这 里 zz:>z。 


>…) 的 一 切 《 有 限 或 无 穷 》 于 级 数 的 和 数 的 集合 。 求 证 当 和 
仅 当 对 于 每 个 整数 "都 有 
Zs < S Ti (1) 


则 上 是 一 个 区 间 。 
A-4。 在 一 圆周 上 选取 "点 ， 用 弦 将 它们 两 两 连结 起 来 。 假 
定 这 些 蓄 除 了 在 端点 外 ， 任 何 三 条 苞 均 不 共 点 ， 试 问 它 们 有 多 
少 个 交 反 ? 
A-5。 试 用 尺 规 作 图 法 求 出 平面 上 一 已 知 抛 物 线 的 焦 所。 
A-56。 试 找 出 使 得 方程 
rT*+((2+r)" +(2- 727)"=0 (1) 
有 一 个 有 理 根 的 充 要 条 件 〈 此 条 件 指 正 整 数 ! 的 值 )， 
A-7。 研 究 由 微分 方程 
f*(x) = (x + ar)f (x) 
及 初始 条 件 1(0)=1，f'(0) =0 定义 的 函数 求证 7 的 根 有 上 
界 而 无 下 需 。 


下 午 试 题 


8-1。 一 球 沿 着 两 条 相交 直线 滚动 ， 求 其 中 心 的 轨迹 。 
B-2。 设 函数 /具有 二 阶 连续 导数 且 f(0) = 0。 试 证 由 9(0) 
二 1(0)，9(7X)=f(x)/zx (x 到 0) 所 定义 的 函数 g 有 一 阶 连续 写 
数 。 
。 217 ， 


B8-3。 证 明 不 存在 把 一 球 冠 喘 为 平面 之 保 距 《distance- 
preserving) 有 映射 (在 球 冠 上 的 距离 是 沿 球面 的 大 圆 来 度量 的 )。 

B-4。 是 否 存 在 1,000,000 个 连续 整数 其 每 一 个 都 含有 一 
个 二 重 的 素 因子 ? 

B-s。 给 定 一 个 由 0 与 1 组 成 的 无 穷 序 列 和 一 个 固定 整数 
kK， 设 序列 中 含有 K 个 相 邻 项 的 那 种 K- 数 组 中 ， 彼此 形式 相 蛙 
的 不 多 于 K 组 .求证 这 序列 最 终 必 为 周期 序 列 ,，( 人 例如， 序列 
11011010101… 中 省 覆 未 写 的 项 全 由 (0 与 1 交替 出 现 , 则 该 序列 


就 是 从 第 五 项 开始 的 周期 序列 。) 
B-6。 证 明 :, 若 对 于 所 有 z 有 帮 z)>0 且 当 z 一 co 了 时/z) 一 0， 
别 方程 
fm) + fn)+f(p)=1 (1) 
至 多 存在 数目 有 限 的 正 整 数 解 m,n,p， 


B-7。 一 个 物体 在 四 个 力作 用 下 处 于 平衡 状态 。 试 证 夺 四 
合力 的 作用 线 互 相 偏 斜 ， 则 它们 必 是 一 个 双 跑 面 的 母线 ， 


解答 


A-1。(1)》 车 o 为 正 整数 而 w ea 不 为 整数 ， 则 w a 为 无 理 
数 。 这 可 用 反 证 法 证 明 ， 从 赂 。 
minv 2+pv 3=0 (2) 
而 m,n,p 均 为 整数 ， 车 与 p 都 为 零 ， 则 也 为 零 。 若 nn 与 恰 有 
一 个 为 零 ， 则 不 是 2 = - m/n 就 是 3 = ~m/p， 两 者 均 与 
(1) 了 矛盾 。 若 ?与 ?都 不 为 符 ， 则 
12 一 (ET+Dpw3)2 =212+3p2++21Dv 6， 
于 是 v6=(m? ~ 2n? ~ 3p?)/2np, 
又 与 (1) 矛 硝 。 故 具有 m= 0，n=0，P= 0 能 使 (2) 成 这 ， 
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A-2。 不 妨 假定 这 多 边 形 在 复 平面 上 ， 圆 心 在 原点 而 4 ,在 
正 实 轴 上 。 则 其 它 顶 扩 是 r@ ,re ，…ro ”这 里 0 是 1 的 ?次 原 
恨 ， 


设 P 在 点 z, 则 了 PA; = |z-roF~1l, 改 


[1 P47 = | Ce-ror') ] = 了 " I (六 - wi™ 1) 
= 了 了" (E) -1|= le rl 
= OP* 一 Fn， 
上 面 第 三 步 用 到 因 式 分 解 


xX"-1=|IX-o™'). 
1 =1 


A-3。 用 N 表 示 正 整数 集合 ，J 是 N 的 子 集 合 。 记 5 (J) 为 
本 x,。 题目 要 求证 明 当 且 仅 当 (1) 成 立时 5 的 值 域 是 一 个 区 间 ， 


设 (1) 对 于 一 个 给 定 的 数列 不 真 。 令 P 是 使 得 
Tp > DT 


>p 


的 某 个 下 标 。 选取 a 使 得 台 z;<a<z,， 则 不 存在 /满足 S07) 


=Q。 这 是 因为 若 J 汪 门生 ,2,…,Pp} 到 $8， 则 由 那些 x 的 单调 性 有 
9(J) 之 To 然而 车 7 站 112，……Dj 二 由， 则 SCD)E > zi. 经 然 


之 zi 与 zz 都 在 值 域 (57? 内 ， 我 们 看 到 (8) 不 是 一 个 区 间 . 必要 性 
证 毕 。 

现在 设 (1) 成 立 量 0<y<SCN), 我 们 将 构造 一 个 集合 工 使 得 
S(L) =y。 我 们 归纳 地 定义 一 个 数列 n,n ,ns,… 如 下 ， 令 n1 是 


"2Z19. 


满足 z,,<y 的 最 小 下 标 ( 由 于 zs->0， 这 样 的 下 标 是 存在 的 ) 假 定 
已 选 得 nn， si ;4 适合 
Tn, 十 Ia 十 tx <Y, 


令 m; 1 是 大 于 ni 的 最 小 下 标 使 得 


Ts tI tT + rr, ~Y, 


(我 们 再 次 声明 ， 这 样 的 下 标 是 存在 的 ,) 
令 工 = {n,n,, }。 显然 
SCL)<Y, (2) 
如 果 pEN ~- 工 , 则 存在 一 个 景 小 足 标 (用 “ 足 标 ”" 是 提 杖 读者 
注意 与 前 面 “ 下 标 ” 所 指 对 象 有 别 )k 使 得 >p, 在 选 定居 时 我 们 
排除 了 p , 故 


Ts tie 十 二 (3) 
从 而 SC) 了 +2Z 1。 (4) 
我 们 把 尚 待 证 的 部 分 分 为 两 种 情况 ， 


情况 1， 集 合 N-L 为 有 限 。 注 意 N-L 关 $， 因 为 否则 SC(L) = 
SCN)>y， 这 与 (2) 了 矛盾 。 所 以 N-L 有 一 个 最 大 的 元 素 , 能 作为 
《4) 内 的 p， 则 
L= {nnay na} U {p+ 1,p+ 2,.}. 
综合 (1) 与 (3) 有 


S(L)=7, 十 了 + +t + > xi>Y 


i>} 


R= 1 


连同 (2) 就 证 得 SCL) =y， 

情况 2。 集 合 N- 工 为 无 限 。 则 对 于 任意 的 e>0， 我 们 可 取 P 
EN-L 使 得 xp 三 2， 则 由 (44) 引出 y 志 SCL) + e。 由 于 2 是 任意 的 ， 
得 y 志 SCL)， 这 样 仍 有 S(L)=y, 

因为 5($) =0， 推 知 值 域 (S) = 10,SCN)]。 所 以 (1) 是 你 证 


4 xi0， 


值 域 (S) 是 一 个 区 间 的 充 要 条 件 . 
A-4， 圆 周 上 任意 四 点 恰好 确定 在 图 内 相交 于 一 点 的 一 对 


弦 。 又 由 题 设 推 知 这 些 交点 各 不 相同 ， 所 以 圆 内 共有 ( 4 ) 个 


交 把 。 

A-5， 分析， 考 嵌 位 于 平行 直线 族 F 上 的 (抛物 线 的 ) 一 族 
弦 , 如 所 周知 这 些 弦 的 中 点 落 在 平行 于 抛物 线 轴 的 一 条 直线 上 ， 
这 种 直线 称 为 抛物 线 的 直径 .一 条 直径 与 抛物 线 只 交 于 一 反 , 记 
为 P， 则 族 . 稀 中 过 P 点 的 那 条 直线 与 抛物 线 相 切 。 由 抛物 线 的 焦 
点 性 质 ， 过 P 的 直径 经 在 P 的 切线 的 镜面 反射 线 必 过 焦点 。 故 得 

作法 ， 引 抛物 线 的 任 一 纺 又 作 另 一 “ 获 平 行 于 它 ， 求 这 两 驶 
的 中 点 4,B, 作 4B 交 抛物 线 于 P。 引 PQ 平行 了 于 原来 的 区 且 求 “ 
使 得 “4PG@=ePC， 这 里 C 与 4 位 于 PC 两 旁 ， 焦点 必 在 PC 上 。 
从 不 同 于 上 述 方 向 的 另 一 弦 开 始 ， 重 复 这 种 作法 ， 又 得 男 一 条 
过 焦点 的 直线 ， 车 与 前 一 直线 不 同 ， 则 它们 的 交点 就 是 焦点 ， 
为 了 避免 这 两 条 过 焦点 的 直线 重合 ， 务 必 使 两 条 初始 缆 既 不 平 
行 又 不 垂直 。 因 为 若 两 条 初始 弦 成 角度 w, 则 作成 的 两 直线 就 有 
24 的 交角 ， 所 以 ， 只 要 a 站 0，T/2， 这 两 条 直线 就 不 重合 ， 

A-6。 当 ?为 偶数 时 没有 实 根 , 因为 左边 各 项 非 负 且 不 能 同 
时 为 等 。 

当 n 二 1， 有 了 唯一 的 实 根 X= - 4。 

设 n 为 不 小 于 3 的 奇数 ， 展 开 括 号 合并 同类 项 ,得 非 负 整 系 
数 的 多 项 式 。 首 项 系数 为 1, 常 数 项 为 2 。 则 只 可 能 有 -2 形 
式 的 根 。 若 z= -1， 则 左边 三 项 全 为 奇数 ,不 适合 ; 若 Zz= 一 2， 
有 《~2)*+0+4" 关 0， 也 不 适合 ; 若 置 z= - 2?*',p 之 1, 则 (1) 
的 左边 为 

2 — 2 + C1— 27)"+ (1+ 27)"J 
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=2"| - 22+2 {1+ +(， )222 +( )242 十 … 路 
方 括号 内 的 表达 式 三 2 (mod4),，( 我 们 已 假定 4 宇 3) 故 -22!! 不 
是 方程 的 根 ( 当 p 宇 1)， 

总 之 ， 当 且 仅 当 n= 1 时 (1) 有 一 个 有 理 根 ， 

A-7， 先 证 /的 根 有 上 界 。 令 0 是 使 当 z 宇 a 时 有 x +ax>> 0 
的 一 个 数 。 我 们 来 证 明 ， 除 了 零 解 以 外 ， 微 分 方程 

y” ~ (T+ar)y=0 (1) 
的 解 在 [2, 50) 内 的 根 不 多 于 一 个 。 用 反 证 法 。 设 g 是 (1) 的 非 零 
解 旦 对 于 gc<z;<z: 有 090(zi) =9g(z)=0。 则 9 在 [ziyzs] 上 不 是 
处 处 为 零 ， 必 要 时 改变 9 的 符号 ,不 妨 假 定 9 在 [x1 ,Xj 的 某 处 为 
正 。 设 9 在 [zi,z?] 肉 的 zs 上 取得 极 大 值 ， 则 由 极 值 判别 法 有 
g(xs)>0，9/(7Xs)=0，9”(7X,) 志 0。 但 是 

9 (Ts)= (28 + GZ3)9(Zs) 0 
因为 zs 大 &。 这 了 矛盾 说 明 (1) 的 一 个 非 零 解 (特殊 地 是 门 在 [cy,co) 
内 至 多 有 一 根 。 所 以 1 的 根 有 上 和 需 ， 

次 证 /的 根 无 下 界 。 令 B 是 使 当 X 志 BB 时 有 XxX” + ax 二 ~ 1 的 一 
个 数 。 我 们 来 证 明 ， 对 于 任意 选取 的 Xx。 专 B8，(1) 的 每 个 根 都 有 
一 根 在 (~,7zo] 内 。 用 反 证 法 。 设 结论 非 真 ， 则 有 一 解 刀 在 
(~ co ,zo] 上 不 变 号 ， 必 要 时 可 改变 /的 符号 ， 不 荡 假 定员 在 此 
区 间 为 正 。 对 于 任 取 的 x1 专 x6o 由 推广 的 中 值 定理 有 

h(x) = 用 (zi) + (Tehri) + 1) h(E), 
(2) 
式 中 上 在 z 与 z; 之 间 。 则 若 z 生 zo， 有 5E<2z0o 及 HE) = (E "+ 45) 
HE)<0， 从 而 
hzZz)<RCzZI)+(CZ 一 2 有 CT1D)。 
如 果 我 们 能 选取 7X ,使 得 h(x1) 汪 0, 上 式 表 有 明 对 于 绝对 值 大 的 负 
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数 z 有 ?4z)<0， 与 我 们 的 假定 和 矛盾 。 故 对 于 所 有 的 zx 和 ze 有 
h(x) 志 0 ,但 是 由 这 推出 当 7? 志 Xo 时 有 RCX) 宇 h(x0o), 又 因 有 (8) 
(E23 +aE)RCE) 之 -h(x,)， 则 由 (2) 得 


hz) hz) + CL rN CT,) (7 £21) h(ro), 


然而 这 表明 对 于 绝对 秆 充分 大 的 负数 +,h(X) 为 负 ， 这 个 予 盾 说 
明 (1) 的 每 个 解 ( 特 殊 地 是 1 有 绝对 值 任意 大 的 负 根 ， 

B-1， 取 坐标 系 使 得 给 出 的 两 条 直线 位 于 xy 平 面 而 * 轴 平 
分 它们 的 一 夹 角 ， 则 两 直线 的 法 线 式 万 程 分 别 古 

xzsin0 ~ ycos0=0 与 XSing + ycosg = 0， 

式 中 0 之 9 过 x/2.， 

从 所 (7,y,z) 到 两 直线 的 中 
离 的 平方 分 别 是 z + (zxsin0 ~ 
ycos0) :和 和 2? + (XSin0 + ycos0)*, 
球 心 必 定 在 到 两 直线 距离 都 为 " 
的 地 方 ， 故 所 求 轨迹 由 两 个 方程 


z+ (rsinO— ycos0) =r? 


22 + (zsSinO + ycos0)’ 二 六 图 62 
联 立 给 出 。 将 它们 相 减 ,得 4zysinb6cosg= 0。 可 知 轨 迹 位 于 平面 
Z=10 与 y=10 的 并 集 上 ， 即 yz 平面 与 zz 平面 上 。 在 yz 平面 芋 的 那 
一 部 分 的 方程 为 2* + y*cos*9=r*， 是 一 椭圆 ， 在 Xz 平面 上 的 那 
一 部 分 的 方程 为 2: + x*sin*6=r*， 也 是 一 椭圆 。 所 以 球 心 的 轨 
迹 就 是 这 两 椭圆 的 并 集 ， 

8B-2， 显 然 ， 在 R-{0} 上 ,9 有 一 阶 连续 导数 (甚至 二 阶 连 续 
导数 ) 


9/ (x) 一 2 
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现在 /在 0 可 微 ， 硫 
lim._f(7) ~ /C0) 
HH 


击 =* 记忆 


一 limg(x) =f/(0), 


因而 g 在 0 连续 。 
为 了 求 9(0)， 我 们 必须 考虑 
9(Cz) ~ 9(0) lim fC7) ~ zf (0) 
T x ” 


#—* 0 


lim 


条 一 站 


由 推广 的 中 值 定理 ， 对 于 每 个 + 存在 一 个 6€ (0,1) 使 得 
fx) =f00) + zf C0)+ 5"(07), 


那么 lim- 人 人 lim/"(07) = 过/"(0) 


因为 1f* 连 续 。 于 是 9 在 0 可 微量 9'(0)=f 了 (0)/2. 
由 中 值 定理 ， 对 于 每 个 x 存在 一 个 n7E€ (0,1) 使 得 
fC7) -1 C0)= 7 (0), 
上 故 有 limg’ (x) =- lim_*/ 2 f(x) 
=lim(f"Cnz) — 1" C02)) = #160), 
从 而 9/ 在 0 连续 。 
解法 二 。 注 意 
gz)=| f(z)dt, 
由 于 /有 一 阶 连续 导 数 ， 我 们 可 在 积分 号 下 求 导 且 知 9/ 存在 ， 
表达 式 如 下 
gC7)=| frrtdt, 
因为 1 连续 ， 故 9' 连续 ， 
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B-3。 我 们 用 2(4 ,B) 表 示 两 点 4 与 B 之 间 的 球面 距离 , 而 通 
常 的 有 欧 氏 距离 用 |AB| 才 示 ， 

设 XX1 一 >X/ 是 将 球 冠 映 为 平面 的 保 距 上 映射. 令 A4,B,C,D 是 
球 冠 上 的 四 点 使 得 4BCD 是 三 维 空间 内 的 一 个 吹 氏 正方 形 ,( 注 
意 ， 一 个 球 冠 必 定 含有 这 样 的 点 和 集 .》 则 pC(A4,B)= p(B,C) = 
p(C,D) =pD,4) 且 p(4,C)=p(B,D). 由 这 些 关系 式 推 知 

1AB’|=|BC| = CD = 1D’A| 及 145 | = 
18D/| .所 以 44B7C7D/ 是 一 正方 形 , 故 144C7 1 = 2 14B 1， 
因为 冉 射 是 保 距 和 的 ， 就 有 PC( 和 4,C) = 20(4,B)。 由 于 4BCD 是 
正方 形 ， 又 有 |4CI=w 2 148B8|， 故 

P(A,C) _ p(A,B) 
IAC| [AB| * 
然而 ，P(X,Y)/|XY| = 0/sin8， 式 中 6 是 弧 XY 所 对 中 心 角 的 一 
半 。0/sin6 是 6 的 一 个 严格 增 函 数 从 而 也 是 |XY| 的 严格 增 函 数 ， 
又 因为 14CI>143 , 所 以 (1) 不 能 成 立 、 这 矛盾 证 明了 不 存在 
将 球 冠 映 为 平面 的 保 忠 映射， 

B-4。 令 pi ,Ps，…,P: 是 ;个 相 异 素数 ,根据 中 国 镜 余 定理 (有 即 

孙子 定理 ), 下 列 闻 余 式 组 


(1) 


r+ 三 一 1 (mod p’:) 
XT 二 一 2 (mod p2) 
Z 三 一 3 (mod p,’) 


有 一 解 ， 记 为 1。 则 s 个 连续 整数 n+1, n+2,…, +s 每 个 有 
一 个 二 重 素 因 子 ， 原 因 是 p;’ 整除 n+i。 既 然 我 们 可 以 取 s = 
1,000,000， 故 确实 存在 1,000,000 个 连续 整数 的 数列 ， 其 每 一 
项 含有 一 个 二 重 素 因子 . 
B-5。 以 下 的 证 明 是 关于 天 运用 归纳 法 。 显 然 , 若 至 多 存在 
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一 种 1-- 数 组 ， 则 这 数列 是 常数 列 ， 即 周期 为 1 的 周期 序列 

设 每 个 至 多 具有 天 种 不 同 的 天 -数组 的 无 穷 序 列 最 终 是 周期 
的 。 则 给 定 一 个 至 多 具有 K+ 1 种 不 同 的 (K+ 1)- 数 组 的 无 穷 序 
列 ， 研 究 当 每 一 个 这 样 的 组 在 右边 删 去 一 数 时 会 发 生 什 么 。 若 
我 们 用 这 方法 得 到 小 于 K+ 1 种 不 同 的 K-~ 数 组 , 则 这 给 定 的 夺 列 
至 多 有 K 种 不 同 的 K~- 数 组 ， 从 而 由 妇 纳 假设 知 所 给 的 序列 最 终 
是 周期 的 。 

另 一 方面 ,车 我 们 得 到 K + 1 种 不 同 的 K- 数 组 ， 则 每 个 人 -~ 数 
组 有 某 个 唯一 的 扩张 为 (K+ 1)- 数 组 的 添加 数 。 那 么 在 原 给 定 
的 序列 内 ,对 于 某 个 i, 若 第 i 个 与 第 (Gi + 了 D) 个 K~ 数 组 是 相同 的 (这 
里 p>0)， 就 推 知 第 (i+K) 与 第 (i+p+K) 项 是 相同 的 。 所 以 第 
(i+ 1) 个 与 第 (i+ p+ 1) 个 K- 数 组 是 相同 的 ， 从 而 由 归纳 法 推 施 
序列 是 周期 的 ， 从 第 i 项 开 始 ， 周 期 为 p。 因 为 在 这 序列 内 至 多 
存在 K+ 1 个 不 同 的 K- 数 组 , 故 在 前 K+ 2 个 组 中 必定 出 现 一 个 重 
复 组 ， 所 以 周期 性 必定 在 不 后 于 第 (K+ 了) 项 开 娟 ， 

B-6。 首先 考虑 (1) 的 也 满足 


fm)=f0)>1(D) (2) 
的 解 。 因 / 仅 取 正 值 ， 对 于 任意 那样 的 解 有 

5<f(m)<1, (3) 

1- fm Sf <1- fm), (4) 

f(pD)=1- fm)- fn). (5) 


由 于 当 X 一 oo 时 (2)->0， 所 以 仅仅 存在 有 限 多 的 整数 mm 满 足 
(3) 对 于 每 个 那样 的 mm 仅仅 存在 有 限 多 的 整数 n 满 足 (4); 而 对 
二 每 个 那样 的 数 灯 m ,nn 仅仅 存在 有 限 多 的 整数 ?满足 (5)， 

于 是 (1) 的 解 中 只 有 有 限 多 个 也 满足 (2) ,但 是 (1) 的 所 有 别 
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的 整数 解 是 将 这 有 限 多 个 解 的 m ,2 置换 而 得 , 所 以 (1) 总 共 只 
有 有 限 多 个 正 整 数 解 。 

B-7。 令 四 个 力 Fi ,fi, 了 fs ,Fi 分 别 沿 直线 ,1 ,1 ,1 作用 ， 
并 假定 它们 均 不 为 0。 

由 于 平衡 ， 这 些 力 关 于 任意 直线 mm 的 总 力矩 必定 为 零 。 考 
虑 一 条 与 11, 轧 ,1 中 每 一 条 都 共 面 的 直线 m ， 力 Fi ,F,,F, 关 于 

因而 相互 偏 斜 的 直线 1 ,7114 具有 下 述 性 质 , 任意 与 前 
三 线 的 每 一 线 共 面 的 直线 也 与 第 四 线 共 面 。 从 这 里 推 知 它 们 是 
某 个 非 退 化 二 次 曲面 网 母线 。 效 将 证 明 略 述 如 下 。 

非 退 化 直 纹 二 次 和 曲面， 通常 分 为 单 叶 双 旧 面 导 双 出 抛 物 面 
两 类 。 前 者 有 心 ， 后 者 无 心 。 用 仿 射 的 术语 ， 我 们 可 以 说 后 者 
是 那样 的 非 退 化 直 纹 二 次 有 曲面， 其 母线 的 每 一 族 平行 于 一 固定 
平面 。 

可 举 出 处 于 平衡 状态 的 四 个 力 沿 着 一 个 双 曲 抛物 面 的 母线 
作用 的 例子 。 如 Pl = j 作 用 于 (0，0，0) ,Fs = 3) - 3Kk 作 用 于 
(1,0,0)，Fs =3j + 6X 作 用 于 (2,0,0)，F,= -了 -3K 作用 
于 (3,0,0)。 它 们 的 作用 线 是 双 曲 抛物 面 2 = xy 的 母 竹 . 

现在 开始 论证 ， 为 简洁 起 见 用 射影 法 处 理 。 文 中 所 称 两 条 
共 面 线 总 是 指 相 交 的 。 记 pPV 1 表示 包含 感 P 与 直线 1 的 平面 ，P 是 
不 在 1 上 的 一 点。 

令 1, 1 为 三 条 相互 偏 八 的 直线 ，.U 是 与 它们 都 相交 的 
直线 的 集合 . 设 PE1, 则 PV1; 与 PV1s 是 不 同 的 平面 (因为 1 与 1。 
相 偏 铬 ), 从 而 任意 过 ?点 且 与 1 及 1s 都 相交 的 直线 位 于 这 两 平面 
上 , 所以 CpV1s) 站 (pV1s) 是 过 P 且 与 1, ,1s 都 相交 的 唯一 直线 
这 样 ,我 们 看 到 过 I 的 每 一 点 都 有 的 唯一 直线 .在 .6 内 这 些 直 
线 的 并 集成 为 一 个 非 退 化 二 次 曲面 9， 并 且 i ,1, ,ls 整个 地 位 于 
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CO 上 ， 

令 14 是 任意 不 同 于 六 ,1， ,Ls 的 直线 ， 与 2 的 每 一 直线 相交 ， 
容易 看 出 六 ,1, ,1, ,1 是 相互 偏 斜 的 。 我们 将 证 明 1。 整个 地 位 于 
Q@ 上 ,车 4 E14, 则 n= (4qV1) 个 (qV1s) 是 一 条 过 4 交 11 与 1; 的 直 
线 ， 设 它 交 1 ,于 r。 存 在 一 条 直线 mE€ 有 过 ? 且 ( 由 我 们 关于 1 的 
假定 ) 它 与 i 相交 ， 记 交点 为 s。 现 在 若 4 关 s, 则 有 两 条 直线 mm 与 
n 都 过 r 且 与 1, ,1 都 相交 。 但 这 样 的 直线 只 有 一 条 , 就 是 (Y Vi;,) 
NCVID). 所 以 4=sEmSQ, 因 而 [整个 地 位 于 Q 上 ， 即 这 四 条 
直线 都 是 非 退 化 二 次 曲面 的 母线 。 证 举 。 
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上 午 试题 


A-1. 计算 lim( 二 全 二) ， 
式 中 4 汪 0，4 才 1， 

A-2， 试 证 每 一 个 正 整 数 都 有 一 个 包含 全 部 十 个 阿拉 伯 数 
字 的 倍数 。 

A_-3， 一 个 质点 在 紧 直 平面 内 受 重 力 以 及 垂直 于 它 的 速度 
向 量 旦 与 速度 成 比例 的 力 的 作用 ， 从 欧 止 开始 下 落 。 试 求 质 所 
运动 的 轨道 方程 ， 关 说 明 它 是 何 种 曲线 。 

A-4， 设 nn 阶 可 微 的 实 函 数 1(7x) 在 闭 区 闻 [c,2] 内 有 至少 有 
8 十 1 个 不 同 的 零点 ,而 多 项 式 P(2Z) 三 Z*+Cs-12”” 十 十 Lo 只 
有 实 零点 。 求 证 (De 上 CD1+…+Co)Az) 在 [ac,0] 内 至 少 


有 一 个 零点 。 式 中 D" 是 微分 算 子 -人 。 
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A~5。 把 % 个 物体 排 为 一 行 。 如果 这 些 物体 的 一 个 子 集合 
中 任何 两 元 素 均 不 相 邻 ， 则 称 这 个 子 集合 为 不 亲切 的 。 证 明 念 


有 k 个 元 素 的 不 亲切 子 集合 的 个 数 是 ( 1 )， 


A-6。(i) 设 有 一 个 变换 把 平面 喘 为 目 身 ， 且 保持 所 有 的 
有 理 距 离 不 变 、 求 证 它 一 定 是 保 距 变换 。(ii》 试 证 上 述 理 论 
对 于 直线 不 真 。 

A-7。 证 明 在 任何 有 限 的 二 项 展开 式 中 , 系数 为 奇数 的 项 ， 
其 个 数 一 定 是 2 的 大 / 


下 午 试题 


B-1。 设 微分 方程 
M(x,y dr+ Nx, ydy=0 

为 齐 次 且 恰 当 的 ， 则 它 的 解 y= fC(2) 满 足 xM + yN =C( 常 数 )。 

B-2。 设 平面 上 每 个 点 集 X 都 有 一 个 叫做 它 的 履 兽 的 伴随 
点 集 和。 又 设 

(1) 革 UY 2X U YUY， 式 中 表示 点 集 之 和 (并 ) 而 
表示 集 合 之 包 合 。 有 

试 证 ，(i) ”XX，(ii)yX =X，(iii) XY 将 涵 X YY， 
并 证 明 其 道 ，(i)，(ii)，(iii) 北 涵 (1)， 

B-3。 一 个 球 内 切 于 六 面体 ， 将 每 个 切 点 与 该 点 所 在 面 的 
三 顶点 连结 起 来 ， 这 样 形成 的 每 面 的 三 个 角 ( 以 切 反 为 硕 反 ) 组 
成 一 个 集合 。 试 证 这 由 个 集合 是 相等 的 。 

B-4。 试 证 若 4,B,C 是 三 角形 的 三 内 角 ， 均 以 弧度 度量 ， 
则 4cosB + Sin4cosC 二 0。 

B-5。 考 虑 空间 2m 个 点 的 集合 〈8#>> 1)。 设 它们 之 问 至 少 用 
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? 十 1 条 线段 相连 , 则 人 至 人 少 形成 一 个 三 角形 。 并 证 月 对 于 每 个 n， 
车 2n 个 点 由 7 条 线段 连 成 , 则 可 能 有 不 形成 任何 三 角形 的 情况 。 
B-6. 给 定 T| = 2， T+41=Tr ~T,.+l1, n>0, 证 明 ， 

(i》 车 m 寺 hn， 则 T, 与 T, 没 有 大 于 1 的 公 因 子 。 
(GD 了 元 =1. 
B-7。 设 复 系数 多 项 式 P(Z) 与 Q(2Z) 有 相同 的 零点 集合 但 零 
版 的 重 数 可 能 不 同 。 且 
P(Z)+1 与 Q(2)+!1 
亦 具 有 上 述 性 质 ， 试 证 P(Z) 三 Q(2Z). 


解答 


az-1 | 


A-1。 全 Hz)=| 去 a—1 


lnf C7) = _ Inx_ In(e-D) 1 Into -DD 
二 村 : vw 


当 z->+ co 有 时， 也 0， -2 一 全 


而 lIn(a*~1) _ In(i-a ) + Ina->1na, 
并 X 
大 lInf(:x)— 1na. 


男 一 方面 ， 车 0<a<1 及 x>>0， 则 
Inf(7) = _ lnz _ ln(1-0) ， in(1-0) 
ww 
显然 当 X-> + 吕 时 右边 三 项 者 趋 于 等 。 
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由 于 exP 是 连续 函数 , 故 


explna=a 当 o>1， 
exp0=1 当 0 达 a 之 1。 
或 简 记 为 “limf(x)=max (0,1)， 

A-2。 狐 n 是 一 正 整数 而 了 是 任 一 别 芍 正 整数 ， 则 下 列 整 数 
p+1，pP+2，*…，pP+h 之 一 是 的 倍数 ,给 定 x， 选 取 p= 
1234567890 x 10*， 式 中 是 使 得 10* 汪 nn 的 整数 . 则 D+ 1, P+ 2， 
…，P+Xz 都 有 以 1234567890… 开 始 的 十 进 制 表示 ， 其 中 必 有 一 
个 是 4# 的 倍数 ， 

A-3。 设 质点 在 时 刻 1 的 位 置 是 ‘x(t1),y(t1)、，、 则 速度 向 量 
由 <z 人 ft),y'(t); 给 出 ， 而 加 速度 向 量 由 ‘x (1),y”(1) 给 出 . 
我 们 选取 坐标 系 使 得 质点 初始 位 置 在 原点 ， 轴 为 水 平 轴 ， J 
铀 为 竖 直 轴 。 

因为 向 量 (27( 节 ，~-27 (ft 与 速度 问 量 垂 直 而 长 度 相等 , 故 
运动 的 微分 方程 为 

It) Ci 一 CC Ci， ~ X(t) + 0,~9, (1) 
式 中 ¢ 是 将 质点 的 质量 综合 在 内 的 一 个 常数 。 初 始 条 件 为 z(C0) 
=!(0) = 二 xX/(0)=y(0)=0。 将 (1) 分 为 两 个 方程 

T(t)=cy (tt), y(t)= ~ cr (tt)~ 9, 
T(t)=cYy (1)= ~ or (1)- cg9, 
标准 形 为 Xx?/(1)+ cx!/(1)= -cg. (2) 

(2) 所 对 应 的 齐 次 方程 有 三 个 线性 无 关 解 1 ,sinct ,cosct 。 

非 齐 方 程 的 试探 解 形 如 Kf， 容易 定 出 系数 k， 得 (2) 的 通 解 
X11)= ~ gt/c+a+ Beosct +t Ysinct, 

和 用 初始 条 件 zx(0) =z4(0)=2Z (0)=0 [后 者 从 y'C0)=0 得 
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lim f(x)=explimiInf(x)= | 
¥ :+ 一 十 op 


知 ], 故 


~ 9! 9; 
TD) = ~ + rsinct, (3) 


Dy =r /c= ~g/crosinct， 从 而 


y(t) = (~1+cosct) (4) 


这 里 用 到 初始 条 件 y(0) = 0。 

于 是 (3) 与 (4) 就 是 所 求 的 运动 曲线 ， 为 一 旋 轮 线 ， 是 由 半 
径 为 9/c: 的 圆 沿 着 zx 轴 下 缘 以 速度 ~ 9/e 流动 时 图 周 上 一 点 的 
软 迹 ， 

A-4。 首 先 证 明 

全 下。 设 f 在 ta, 恕 内 可 微 ， 且 在 此 区 他 内 有 人 壤 + 1 个 不 同 的 零点 , 则 对 于 任意 实 
数 和 《加 一 4)f 在 Cas 门 内 至 少 有 人 m 个 不 同 零 点 。 
证 明 。 运 用 罗 尔 定理 于 恒等式 
CD-AWflr) meiz 丰 (er-4xzrz)) 
的 才 边 ， 我 们 团 到 在 /的 任意 两 个 相信 零点 之 间 存 在 《成 -)f 的 一 个 零点 ,所 以 在 
(6 的 呈 计 少 存 在 八 个 不 岗 的 零点 。 

现在 可 用 归纳 法 证 明 题目 的 结论 了 。 若 n=1， 这 正 是 引 理 
当 m 二 1 的 情形 、 

假定 当 n=k 时 结论 为 真 . 设 P 为 k+ 1 次 多 项 式 而 /为 K+ 1 阶 
可 微 且 在 [ca,2] 内 有 K + 2 个 不 同等 成, 由 于 Pp 的 根 都 是 实 的 ,可 记 
P(Z) =Q(2Z)(Z -和 )， 式 中 是 实数 而 8 是 一 个 k 次 多 项 式 ， 其 全 
部 根 都 是 实数 ， 则 9= (D-DDf/ 在 [a,6] 内 k 阶 可 微 且 在 [4,85] 内 
至 少 有 K+ 1 个 不 同 的 零点 (这 是 根据 引 理 的 w=k+ 1 的 情形 而 
得 》, 因 此 由 归纳 假设 ,8CD)g 在 Lo,5] 内 至 少 有 一 个 零 操 。 但 是 

QD)g9= QD DD -Mf =PCD), 
于 是 当 # =k+ 1 时 结论 也 真 。 证 毕 ， 
A-s 对 于 n 个 物体 的 有 序 集合 的 每 个 子 集合 3， 我 们 把 名 
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的 元 素 反 在 中 的 顺序 排 成 一 行 ， 每 个 元 素 都 记 为 人 4， 再 在 空 
位 上 补 上 者 干 个 B， 两 者 总 数 为 %, 便 成 为 人 与 引 的 一 个 ?级 排列 ， 
其 中 如 果 任 何 两 个 4 都 不 相 邻 , 则 称 这 样 的 排列 为 不 亲切 排列 ， 
于 是 一 个 不 亲切 子 集合 对 应 于 一 个 不 亲切 排列 ， 从 而 我 们 必须 


证 明 由 k 个 4 与 nk 个 B 组 成 的 不 亲切 排列 的 总 数 是 ( 1). 


我 们 将 建立 Kk 个 A 及 n 一 k 个 B 组 成 的 所 有 不 亲切 排列 与 & 个 
A 及 nh 一 2K+ 1 个 B 组 成 的 所 有 排列 之 闻 的 一 个 双 射 对 应 

给 定 K 个 和 A 与 n ~k 个 B 的 一 个 不 亲切 排列 ， 把 位 于 前 一 1 个 
4(〈 即 除了 最 末 一 个 4 以 外 所 有 的 4) 的 每 一 个 的 右边 贴 邻 的 B 
取 挤 。 我 们 用 这 种 方法 得 到 k 个 4 与 n ~ 2k+ 1 个 B 的 一 个 排列 . 

反之 ， 给 定 k 个 和 4 与 i 一 2k+ 1 个 了 B 的 一 个 排列 ， 在 每 个 A( 除 
了 最 后 一 个 以外) 的 后 面 插 入 一 个 B. 我 们 用 这 种 方法 得 到 & 个 
A 与 n~k 个 B 的 一 个 不 亲切 排列 ， 

显然 ， 这 两 个 变换 是 互 逆 的 。 因 而 两 种 排列 的 数目 相同 ， 
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A-6。(1) 设 T 是 将 平面 映 为 自身 且 保 持 有 理 距离 的 变换 ， 
用 d(CP,8) 表 示 任 意 两 点 P，Q 之 间 的 距离 。 
令 4 与 B 是 平面 上 任意 两 个 不 同 点 。 给 定 任意 正 数 < 
d(4,B)， 选 到 一 个 有 理 数 " 使 得 
d(A,B) -ee<r<adcA,B) 
又 选 第 二 个 有 理 数 s 使 得 :<e 且 r+ s>d(4,B), 则 以 4 为 圆心 为 
半径 的 圆 与 以 B 为 圆心 * 为 半径 的 圆 相 交 。 令 C 是 一 个 交点 ， 则 
d(A,C)=r, d(B,C)=s. 所 以 a(TA,TC)=r， d(TB, TC)=;s, 
履 
r 一 =Q(TA,TC) -aTB,TC) 
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<aq(TA ,TB)<d(TA,TC)JI + dTC, TB) =r+s， 
所 以 d(A,B) -2e<d(TA,TB)<d(A,B)+e, 
由 于 8 可 以 取得 任意 小 ， 这 表明 
d(TA4,TB)=aq(4,B)7， 
又 因为 4 与 B 是 任意 选取 的 ， 这 就 证 得 了 TT 是 保 距 和约 。 

(ii) 用 R 表 示 直 线 , 考 上 起 变换 S(x) =x( 当 Xx 是 有 理 数 )，S(X) 
=X+ 1( 当 Zz 是 无 理 数 )。 则 5 对 所 有 有 理 距 离 保 距 ,但 不 对 所 有 
的 距离 保 了 距 , 例 如 d(C0,v 2)=w 2 ,但 d(S(0),S(Ww 2))=d(0， 
V2+1)=vV 2+1, 

A-7 (1+z)2=1+x2 (mod?) 从 而 由 归纳 法 , 当 B 是 
2 的 任意 次 宕 时 ，(1+2z) 三 1 + xX*(mod2), 

令 二 项 式 的 指数 是 正 整 数 m， 并 将 4 表 为 

n=2 二 2 二 二 2 
式 中 那些 ec 是 整数 且 0 志 Ql <as <…<2:。[ 注 意 实 际 上 这 是 1 的 
二 进 制 展开 式 ]。 为 方便 起 见 ， 令 B;=2% 。 于 是 我 们 记 有 限 的 
二 项 展开 式 为 

(1+z)r=(1+ZD (Lt) (1+o 

=(147 +r) (1+ rn) (mod2)。 
当 最 后 的 表达 式 乘 出 来 的 时 候 ， 显 然 有 2' 项 ， 每 项 有 7 的 不 同 
守 ， 因 为 每 个 非 负 整数 作为 2 的 不 同 蚂 的 和 (可 能 是 空 的 ) 的 珍 
示 法 是 唯一 的 ， 于 是 ，(1+7X)" 中 恰 有 2’' 项 以 奇数 作为 系数 ,这 
就 是 说 怡 有 2 个 二 项 式 系 数 (?) (i=0,1,…,n) 是 奇数 .。 《上述 
论证 表明 s 是 在 n 的 二 进 制 表示 法 中 数字 1 出 现 的 个 数 ) 当 n=0 
时 结论 地 有效， 
B-1I。 设 M 与 N 都 是 天 次 齐 次 函数 ， 则 由 欧 拉 定 理 ， 有 
ON 


OM AM OAN 
yy 一 —= KM 及 xz 一 一 +y 一 一 二 KN。 
“Ox “oy 及 7 Yo 


“234° 


若 原 给 定 的 微分 方程 是 恰当 的 ， 则 
oM _ oN 


Pi 


OY GZ ” 

所 以 ， 如 果 两 个 条 件 都 满足 ， 就 有 
dzM+IN = M oOM ,., 9M 
(XM + yN) i dx+ 3 dy) 


-dy) 


ss or 9 )dr 


和 多) 


= (K+1)(Mdzx+ Ndy), 
在 邓 与 六 的 整个 定义 域 上 关系 式 总 成 立 。 
现在 设 y =f(x)( 这 里 /定义 在 一 个 区 间 上 ,) 是 给 定 的 微分 
方程 的 解 ( 即 用 f(x) 替换 y 就 使 得 Mdz + Ndy 为 零 ), 则 这 替换 将 
rM + yN 变 为 一 个 定义 在 上 述 区 间 上 的 函数 9 且 dg= 0. 所 以 9 是 
一 个 常数 , 记 为 9(z) =C。 这 就 是 说 y=1(x) 满 足 xM + yN= 。 


B-2， 在 (1) 内 令 Y=X， 则 名 汪 XX U XU XX 由 这 里 显 见 
X 一 X， 这 就 是 ()， 
从 上 面 注意 到 一 习 。 又 在 (i) 内 用 XX 替换 X 得 X 二 XX。 
所 以 = 往 ， 这 就 是 (这 )， 
设 YCX， 则 六 UY=X， 因 而 C1) 化 简 为 
XoX UY UY. 
因此 X 二 Y ， 这 就 是 (iii)。 
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反 过 来 ， 设 (iD，(ii)，(iii) 成 立 ， 对 任意 集合 X 与 Y 我 们 
有 
XCXUY,. 
由 (iii) 有  XcXUY. 
故 由 (ii) 有 XXUY. (2) 
YCXUY 
且 由 (iii) 有 Yc XU7。 (3) 
由 (Ci) 得 XUYCXUY， 
故 YC XUY. (4) 

现在 从 (2)，(3), (4) 一 起 得 出 

XUY OX UY UY, 
这 就 是 要 求证 的 (1)， 

B-3。 设 四 面体 的 顶点 为 P; (i=1,2,3,4) ， 又 设 Q; 是 正 对 
着 P; 的 面 与 球 相 切 的 切 反 。 下 文中 我 们 用 i，j,，k，i 表 示 {1,2， 
3,4} 的 不 同 元 素 。 

由 于 Pi@ 与 Pi@, 是 从 同一 顶点 向 球 所 作 切 线 ， 故 |PGi| = 
1P;Q，|。 同 理 |P,Q;| = |PiQ4l. 所 以 人 Pi8jPi 对 人 PQiPK( 边 , 记 ， 
边 )， 则 LP;QjPi= 人 Pi8sPi。 我 们 以 | 让 | 表示 这 种 角 。 显 然 

[l= |i (1) 
由 于 以 @; 为 顶点 的 三 个 角 相 加 是 2fr， 故 有 
|23| +134| + 142| =27x，|34| + 141| + |113|=27, 
[441| + |12| + 124| =2x, |12| + |123| +131| = 2r。 
将 这 些 方程 的 前 两 个 相 加 减 去 后 两 个 , 且 利 用 (1)， 得 2. 134| - 
2 112| =0。 故 |12| = 134|， 又 由 对 称 性 得 
[| = |Kil, (2) 
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以 Q ,为 顶点 的 角 是 1231,1341 ,142| ,由 C42), 它们 分 别 等 于 
以 Q, 为 顶点 的 三 个 角 ， 即 141| ,134|,|113|。 由 对 称 性 , 在 所 有 
四 个 面 上 的 中 心 角 都 有 同样 的 情形 。 

B-4。 分 两 种 情形 研究 

情形 1。 0<B 一 rr/2， 则 cosB>0， 因 4>0，, 故 4>sin4。 
所 以 AcosB>sinAcosB, 又 C=XT-A~-B<n-B, 及 0<C<N, 
故 coSC coS(T 一 B)= -cosB， 因 而 c0SB +cosC>>0。 了 所 以 

AcosB+sinAcosC >sinA(cosB + cosC)>0, 

和 情形 2。7T/2 志 Bx。 则 cosB 志 0，0<A<T/2, 改 A<tgA， 
日 tgA>0， 因 而 AcosB 守 tgAcosB， 又 B=x-A~C， 故 

cosB+cosAcosC= ~cos(A+C)+cosAcosC=sinAsinB>0,。 
所 以 AcosB + sinAcosC>tgAcosB + sinAcosC 

=tgA(cosB+ cosAcosC)>0, 

B-5。 用 记号 T, 表 示 命 题 : 若 2n 个 点 由 至 少 n "+1 条 线段 连 
结 ， 则 形成 一 个 三 角形 。 我 们 用 归纳 法 来 证 明 T，。 

设 A,B,C,D 四 点 由 至 少 五 条 线段 连结 。 则 至 多 还 缺少 一 条 
连 线 ， 记 为 4B， 于 是 BCD 形 成 一 个 三 角形 。 因 而 工 :为 真 。 

现在 假定 Ts 为 真 。 给 定 2CK+ 1) 个 点 ， 它 们 由 至 少 (K+ 1)” 
+ 1 条 线段 连结 起 来 。 令 人 4 与 B 是 连 有 线段 的 两 点 , 又 令 0 是 其 余 
2k 个 点 的 集合 。 设 6 的 Pp 个 点 与 人 4 连结 而 6 的 q 个 点 号 8 连 绩 。 帮 
p+4>>2k， 则 6 的 某 个 点 C 与 4 及 B 两 者 都 连结 ，ABC 就 十 一 个 
三 角形 。 若 p+ 9 志 2k， 则 至 多 2k + 1 条 线段 以 4 或 B 为 端 扎 ， 并 
且 至 少 与 0 的 

(K+1):+1- (2k+1)=k°+!1 

个 点 连结 。 由 Ts 知 6 的 某 三 点 形成 一 个 三 角形 。 于 是 Tsy1 也 其 。 
所 以 ， 对 于 所 有 ?>1( 若 = 1， 则 将 连 线 算 作 空 集 )T 都 是 真确 
的 。 为 了 证 明 2n 个 点 能 用 条 线段 连结 而 不 形成 任何 三 角形 ， 
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将 点 分 为 两 个 集合 S,T, 每 个 各 含 h 个 元 素 。 若 S 的 每 一 点 与 的 
每 一 点 连结 ， 则 用 去 了 rn? 条 线段 而 没有 形成 一 个 三 角形 ， 

B-6。 这 序列 的 前 几 项 是 T=2，T,=3，T,=7。 我 们 用 
归纳 法 证 明 


了 41 三 二 十 [7 当 7 之 本 。 (1) 


1i=—1 


当 n= 1 它 是 真确 的 。 设 它 当 n=kK 时 真确 、 则 
A 
Tirs =1+ Tr CT ~ 1)=1+ Th (TET;) 
1 一 1 


+ 1 


=1+ [1 T;. 


(上 面 第 一 步 由 给 定 的 递 推 公式 ， 第 二 步 由 归纳 假设 。) 
现在 设 m 隆 hn， 不 妨 设 m<n， 则 (1) 表 明 Tw 整除 T， ~ 1， 故 
T" 与 T, 互 素 。 这 就 是 ( 汪 。 
下 面 我 们 用 归纳 法 证 明 对 于 所 有 的 n 有 


1 
D1 (2) 


n+ 1 1° 
当 n= 1 时 上 式 为 真 ， 而 且 若 当 n=k 时 为 真 ， 则 


‘1 1 1 1 


之 元 =1 Tiri—1 - Tirs 一 TiriCliri™—1) 
_1 1 
= Ti+s—1 . 
于 是 (2) 成 立 ， 
因为 当 n->oo 时 T,>c0， 故 从 (2) 推 知 
1 
1 
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B-7。 命 题 对 于 零 次 多 项 式 不 成 立 ， 故 应 假定 这 两 多 项 式 
至 少 有 一 个 不 是 常数 。 设 P 的 次 数 为 hm，9 的 次 数 为 hp。 由 对 称 
性 可 假定 m 之 n。 令 P 的 不 同 的 零点 是 {和 1 ,和 A,…， 和 1}, 又 令 P+1 
的 不 同 的 零点 是 {4&1 ,Ks ,… ,LL }。 这 两 个 集合 显然 不 相交 。 求 P 
及 P+ 1 的 导数 ， 都 是 P', 将 重 数 计 入 ， 它 必定 至 少 有 (m -站 个 
零点 在 {A1 Az 各} 内 而 Cm 一 59) 个 零 友 在 {i 内 ， 所 
以 (m+r) + Cm 一 5) 声 m1， 不 等 号 右边 是 P' 的 次 数 ( 这 里 假定 
m 汪 0)。 于 是 r+ $m。 但 是 r +s 个 烽 和 ,hs 和 Kis， 
上 中 的 每 一 数 都 是 P~ 8 的 一 个 零 反 ,而 多 项 式 P -的 次 数 至 多 
为 m， 这 就 推 知 P(2) 三 Q(2). 


第 十 七 届 (1957 年 3 月 2 日 ) 


上 午 试 题 


A-1, 若 曲面 的 法 线 都 与 一 条 固定 直线 相交 ， 求 证 这 上 曲面 
必 为 一 个 回转 曲面 的 一 部 分 。 

A-2, 把 一 条 均匀 金属 线 弯 成 曲直 两 段 ， 一 段 形 如 曲线 
V=er(0<z<a，a>1) 另 一 段 为 直线 ! =e (CC 一 1 和 7Z 委 04)。 
假定 zy 平面 敢 直 于 地 平面 ，7 轴 水 平 指向 右 。 将 这 条 哥 好 的 金 
属 线 在 点 C4 一 1，e') 处 挂 住 ,又 用 一 个 水 平 力 f 作 用 于 金属 线 的 
(0，1) 点 ， 使 金属 线 与 上 述 有 曲线 及 线段 处 于 重合 状态 。 试 证 所 
施 力 F 指 向 右边 ， 

A-3。 设 4，B 为 实数 ，K 为 某 个 正 整 数 。 证 明 不 等 式 


coOsKBcosA — cosKAcosB | » 
< 号 ”一 
cosB—cosA | 
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当 其 左边 有 定义 时 全 成 立 . 

A-4。.p(2) 是 一 个 复 多 项 式 ， 它 的 根 〈 作 为 复 平面 上 的 点 ) 
可 以 被 一 个 半径 为 及 的 闭 圆 盘 所 覆 益 。 试 证 zp(z) -Kp'(z) 的 根 
可 以 被 半 色 为 R+ | 下 | 的 闵 圆 盘 所 覆盖 ,这 里 np 是 DB(z) 的 次 数 ,六 
是 任 一 复数 ， 而 pC(z) 是 pC(2) 的 导数 。 

A-5. 在 平面 上 给 定 t 个 点 ， 证 明 由 这 些 点 所 确定 的 最 大 距 
离 ( 线 段 ) 不 能 多 于 nn 条 ， 


# 一 1 
A-6, 设 S,= Ina 而 8.,= > In(a-5;), n>1, 


im=l 


试 证 limS, = G4 ~ 1, 


A-7,. 考 虑 zy 平面 上 加 的 某 个 集合 ， 其 中 每 个 圆 都 与 x 轴 相 
切 而 这 些 圆 两 两 不 相交 。 试 证 () 这 些 切 点 包含 x 轴 上 全 部 有 理 
点 ， 但 是 ( 订 ) 这 些 切 点 不 能 包含 z 轴 上 所 有 的 无 理 反 。 


下 午 试题 


B-1, 考 碟 100 阶 行列 式 |a;j| ， 这 里 or = tx ij。 有 求证 当 这 行列 
式 展 开 式 的 100! 项 中 每 一 项 的 绝对 值 被 101 除 的 时 候 ， 余 数 都 
是 1。 

B-2. 如 果 计 算 工 具 不 能 作 除 法 运算 ， 为 了 确定 1/A(C4>0) 
的 干 进 小 数值 ， 有 时 用 递 推 公 式 Xit1 = 和 (2 一 AD) (E&=0， 
1， 2， pp 是 方便 的 。 这 里 X, 是 一 选 定 的 “开始 ” 值 。 试 求 X。 
的 界限 (如 果 有 的 话 )， 以 保证 用 这 样 的 开始 值 X。, 使 上 述 弟 推 
运算 能 收敛 于 所 求 的 值 1/4， 

B-3, 设 (7X) 是 定义 在 0 志 * 志 1 中 的 一 个 正 值 单 调 减 函数 ， 
求证 
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| zj"copar | PPcpdr 
i 
| zfC)d | findz 


B-4. 设 正 整数 4 表 为 若 于 个 1 与 2 的 和 《〈 考 碟 到 加 数 顺 序 

的 区 别 ) 的 各 种 表示 法 共有 4m) 种 ， 例 如 从 

4=1+1+2=1+2+1=2+j+1=2+2=1+1+1+] 
则 aC4) =5， 又 设 n 表 为 大 于 1 的 整数 的 和 (也 考虑 到 加 数 顺 序 
的 区 别 》 的 各 种 表示 法 的 总 数 为 6(n)， 例 如 从 6=4+2=2+4 
=3+3=2+2+2， 有 0(6) =5。 试 证 对 于 每 个 n 恒 有 4(n) = 
bn + 2), 

了 B-5. 如 果 一 个 集合 的 每 个 子 集合 X 均 伴 以 一 个 第 二 子 集合 
f(X)， 使 得 当 X 包 含 Y 时 f(X) 包 含 1(Y)。 试 证 对 某 个 集合 4， 
有 /(4A)=A. 

B-:6, 曲线 y = f(zx) 过 原点 且 在 该 点 斜率 为 1， 它 满足 微分 方 


程 (z: + y+ (x?+ 4)y=0。 试 证 它 必 在 x 轴 上 点 z= 六 与 
z= \/ 人 3 7 之 间 穿 过 该 轴 。 


B-7, 设 C 是 一 个 以 正 多 边 形 为 边界 的 闭 同 平板 ， 试 证 对 于 
每 个 正 整 数 n 存 在 这 平面 上 一 个 集合 S(n) 其 任意 n 个 乓 都 能 个 C 
覆盖 ， 但 SC(n) 本 身 不 能 被 (覆盖 住 。 


解答 


A-i. 这 题目 叙述 不 当 。 观 人 察 下 图 所 绘 的 一 个 缺损 圆 柱 面 
与 一 个 球 冠 的 一 部 分 连 成 的 曲面 ， 发 现 这 个 连通 的 C'~ 曲面 满 
足 题目 的 假设 但 不 符合 结论 。 因 而 需要 对 术语 “曲面 ” 作 适 当 
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的 证 释 才 能 适应 题目 的 结论 。 可 举 出 更 加 复杂 的 这 种 例子 ， 束 
实 上 ， 存 在 一 个 满足 假设 的 C*- 曲 面 $ 使 得 最 小 的 包含 S 的 旋转 
不 变 集 合 可 包括 任何 指定 的 可 数 个 回转 C“- 曲 面 的 并 。 

[ 译 者 按 ， 本 题 原 来 的 解答 载 于 《美国 数学 
月 刊 ?1961 年 ， 当时 未 发 现 题目 的 错误 。 特 译 
出 附 此 ， 供 参考 ， 

设 工 为 定 直 线 ， 考 赠 过 上 L 上 点 0 又 生 直 于 工 
的 平面 与 曲面 相 截 所 成 之 平面 曲线 , 若 P 为 此 有 曲 
线 上 的 任 一 点 且 不 在 LL 上, 则 OP 是 曲面 法 线 之 
投影 ,从 而 OP 为 所 截 得 的 曲线 的 法 线 。 不 难 证 
明 ， 如 果 一 平面 曲线 的 所 有 法 线 都 通过 一 固定 
点 , 则 该 曲线 必 是 以 固定 点 为 中 心 的 一 个 加 ,于 
是 引出 结论 。] 

改变 原 题 的 假设 及 结论 ， 我 们 图 63 
得 到 与 原 题 不 同 的 两 个 好 的 结果 。 由 上 面 看 出 这 问题 需要 相当 
的 技巧 ， 我 们 从 曲面 的 定义 开始 。 设 E 是 三 维 欧 氏 空 间 . 

定义 ， 所 谓 E 的 一 个 子 集 S 是 一 个 C1- 曲面， 是 指 当 且 仅 当 对 于 每 个 点 pE 5， 
在 玉 内 存在 bp 的 一 个 开 邻 域 和 N 以 及 一 个 梯度 非 零 的 C1- 卫 数 J N~ 尺 ,使 得 S 门 N 是 f 
的 零 ( 点 的 ) 集合 。 

我 们 需要 下 列 事实 。 车 S 为 一 C -曲面 且 pPEs， 则 存在 唯一 
平面 切 S 于 pp， 并 且 若 是 任意 别 的 过 了 的 平面 ， 则 在 BE 内 存在 
p 的 一 个 邻 域 0 使 得 x 介 SNU 是 一 条 过 Pp 〈 即 p 不 是 一 个 端 瓜 ) 的 
曲线 ， 它 具有 非 奇 异 的 C!~ 参 数 式 。 这 可 从 隐 函 数 定 理 推 知 。 

我 们 考虑 孔 内 一 个 C!- 曲 面 ， 它 处 处 具有 这 样 的 性 质 ， 它 的 
的 所 有 的 法 线 都 与 一 条 固定 直线 /相交 。 设 PEE ~1， 而 CC(P) 是 
过 Pp 的 加 ， 这 图 所 在 的 平面 垂直 于 i, 而 圆心 在 上。 我 们 注意 到 
以 1 为 轴 的 一 个 回转 曲面 具有 下 述 性 质 ， 当 任意 点 P 不 在 i 上 的 时 
候 ， 该 曲面 就 含有 整个 图 周 C(P)， / 

5 更 1. 设 一 条 连 维 的 C1- 则 线 4 位 于 一 平 曾 Xf 内 ， 而 4 在 内 的 所 有 法 线 交 于 一 
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国定 点 p 竺 4， 则 4 位 于 一 个 以 ?为 中 心 的 国 周 上 。 

证 明 。 在 AX 内 取 直 角 举 标 系 ， 以 6 为 原点 ,由 于 在 4 上 任 一 点 p， 家 线 pb 必 荆 直 于 

机 的 切线 ,这 意味 着 和 4 的 切线 都 位 于 微分 方程 

radr+ydy=0 (1) 
的 方向 场 上 。 即 A 是 (1)》 的 一 条 积分 曲线 ,因为 在 (5} 上 (1) 是 非 奇 异 的 ， 则 
元 一 化} 内 (1》 的 任意 连绵 积分 曲 线 位 于 唯一 的 一 条 最 大 积分 曲线 上 。(C1)》 的 这 条 
最 大 积分 曲线 显然 是 以 b 为 中 心 的 加 ,证 毕 。 

引 理 2。 令 是 一 个 垂直 于 1 的 平面 , 则 在 X 门 3 -1 上 的 任意 连 绵 L1- 曲 线 位 于 关 
于 某 点 Pp 的 一 陪同 CC(p) 上 。 

证 明 。 令 .4 是 在 TI 3 -1 上 的 一 条 连绵 的 Cl- 曲线 , 我 们 证 明 4 的 所 有 法 线 过 
xTNl, 

没 9 是 4 的 任 一 点 ，Y 是 切 $ 于 g 的 平面 。 则 T 关 TX， 轩 为 7 在 g 的 法 线 不 与 1 相交 。 
4 在 q 的 切线 位 于 X 与 7 两 者 之 内 ， 即 X 门 T。 又 因为 XT 与 7 分 别 垂直 于 由 9 与 1《 即 1 与 $ 
在 9 点 的 法 线 ) 形 成 的 平面 0 内 的 两 条 交 线 ， 则 NA 门 7 垂 直 于 0。 所 以 No 是 A 在 平面 
7 内 g 点 处 的 法 线 ， 它 通过 X 门 !， 这 就 证 明了 4 的 所 有 法 线 过 点 7 门 }。 刚 由 引 理 1 知 
和 位 于 一 圆 C (bp) 上 。 

引 理 3。 令 peES 一 I， 则 Cp) 人 NS 关于 Clp) 开 。 

证 明 。 令 是 C(p) 所 在 的 平面 而 9 是 CCp) 门 S$ 的 任意 点 。 现在 ft 在 9 不 切 手 S， 因 
为 在 9 的 的 法 线 不 与 相交, 所 以 XS 包含 一 条 过 9 的 连绵 C1- 曲 线 有 4, 由 引 理 2， 有 4 
位 于 C(g) = C(p) 上 。 出 于 9 是 在 Cp) 们 S 内 任意 选取 的 ,就 推 知 CD) 站 9 关于 
C(p) 开 。 

定理 A ，S 是 一 个 回转 有 曲面 的 局 部 ， 记 就 是 对 于 S 的 每 一 点 p， 在 上 内 存在 p 的 
一 个 邻 域 和 以 及 一 个 回转 曲面 S$ "， 使 得 SNN=S* 丫 。 

证 明 。 我 们 以 1 为 轴 引 用 加 柱 坐 标 r，8，z。 

设 peES 一 1。 我 们 取 力 的 一 个 开 邻 域 入 如 曲面 定义 中 记述。 如 时 必要 可 将 衣 堆 
下 ， 我 们 可 假定 对 于 茶 个 正 数 e 

N= {cy, 0, zt:|r-r(p) {<e, 10-0(9) I<e, 12—2(p)| <e}, 可 将 2 
取得 充分 小 ， 以 臻 于 NN! = 中。 

设 9ESNN。 因为 SNAN 关 于 NN 闭 ， 所 以 Cl(q) 站 SNN 关 于 CCq) 人 NN 团 。 又 因 
为 CLq) 由 S$ 关于 CC4g) 开 ， 所 以 CCq) 站 SNN 关 于 CClg) 几 MN 开 。 于 是 C(q)NMSNN 
非 空 并 且 关 于 C(g) 人 NV 虐 开 又 闭 。 后 者 是 连贯 的 , 故 CCg9) 几 SN= CDDNN。 
这 推出 
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SS 门 =UCG)nNIoeonm AN 
所 以 SNN= 5S*' 人 个 N， 式 中 
Ss*=U(C(p):9€ES NNN} 
是 一 个 回转 曲面 〈 因 为 S" 的 任 一 点 有 一 个 由 将 入 绕 1 旋 转 得 到 的 令 域 N11。 并且 
2 八仙 也 由 将 S 介 入 绕 1 旋转 得 到 ， 所 以 它 是 一 个 Cl- 曲面,) 
现在 设 pESNl1, 我 们 取 p 的 一 个 邻 域 NN 如 定义 中 那样 ,我 们 可 以 假定 对 于 某 个 
正 数 Ee， 
N= {YY, 6, 2):Y <e, |2-2(p)) <e}, 
令 gESNN-1, 如 前 所 述 ，Clg) 几 SNAN 关 于 Cuiq) 门 入 既 开 又 闲 。 但 是 在 这 
种 情形 ，Cc)mnN=C(d)， 故 S 站 六 三 C(9) 所 以 2 站 六 是 一 个 回转 曲面 。 
定理 B。 如 果 ? 是 闭 的 ， 则 =” 是 一 个 回转 曲面 。 
证 明 。 在 这 个 假设 下 对 于 任意 9 告 !，C(Cq) 门 9 关于 Clq) 是 既 开 又 闲 的 。 由 于 
C(q) 是 连贯 的 ，C(Cq) 门 S 不 是 空 集 就 是 C(tg)， 所 以 5 是 一 个 回转 曲面 。 
A-2. 下 面 三 句 断 语 显然 等 价 ， 
力 F 指 向 右 方 。 
在 金属 线 上 重力 关于 支点 的 
力矩 是 顺 时 针 的 。 
金属 线 的 重心 位 于 支点 的 右 


方 ， 
所 以 ， 若 z 为 重心 的 横 坐 标 ， 
我 们 必须 证 明 
x >a-1, (1) 
不 失 一 般 性 ， 取 金 属 线 的 线 图 64 
密度 为 1, 则 该 线 的 曲线 部 分 的 质量 为 


| vd 
而 它 的 z 短 为 | zw +edz, 
该 线 的 直线 部 分 的 质量 为 1 而 < 秆 为 4 二。 所 以 (1) 等 价 于 
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Ga 一 上 +| zvVIrersdr>(o -D(1+| viresdz) 


即 | verdz-e-D| viterdr> - 工 (2) 


我 们 必须 证 明 (27 对 于 所 有 ca> 1 成 立 。 
令 (2) 的 左边 为 /(a)， 则 


f'(0) = ITe™ -| Virerdz. 
由 于 1+e2x< (二 er 十 es ) 
9 多 
| vi 十 sdz<| (GS Ex 十 BE )dz 
0 o\2 
一 加 -二 -er"<e<vTTy eso 


当 g>0 时 成 立 。 所 以 /7 (ec)>0 当 a>0 时 成 立 。 故 当 a>0 时 
f(a)>1(0)=0。 从 而 立即 推 知 (2) 成 立 。 

A-3。 令 工 =(A-B)/2,y=(A+B)/2, 不 等 号 左边 绝对 值 
号 内 的 分 子 是 


[cos(KB + A)+cos(KB— A) ~ cos(KA + B) 
COSCKA 一 及 ) ] 
一 FLcos(KB +A)—-cos(KA+B)] 
+ [cos(KB ~ A)—cosCKA -B)] 


~=Sin(K ~ 1)xsin(K+ 1)y+ sin(K+ 1)xsin(K - 1)y, 
分 母 是 2sinxzsiny， 可 以 假定 它 不 为 零 、 所 以 有 
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cosKBcosA ~ cosKAcosB | 1 lsin(K~ Der| ,|sin(K+ DY 
cosB —cosA 2»| sinx siny 
Po sin(K+ 2 ,|sinCK ~ 1)y 
2 Sinx Siny ” 


现在 因为 |sinnZ|<nlsinZz| ， 除 了 n= 1 或 SinZ=0 以 外 ， 对 于 所 
有 的 z 以 及 所 有 的 正 整数 mn 具有 严格 不 等 号 (这 在 下 面 证 明 )， 所 
以 上 面 右边 两 项 都 小 于 (CK? -1)/2 (假定 玉 >>1)。 所 以 
COSKBcosA ~ cosKAcosB | Ki-] 
cosB ~ cosA 
(假定 K>1 及 cosB 夺 cosA)。 显然 当 KK= 1 时 不 等 号 应 换 为 等 号 ， 
故 题目 的 措 词 是 不 精确 的 . 

下 面 证 明 |simnZ| <nlsinZ| 《〈? 为 任何 正 整数 )。 若 Z= 0， 
则 对 每 个 整数 n 都 保持 等 号 ， 故 假定 在 这 里 sinZ 关 0， 则 | cos2Z | 
<1。 我 们 关于 1 运用 归纳 法 。 当 4= 1 时 显然 有 等 号 。 当 n=2， 
有 |sin2Z| =2|cosZ| jsinZ |<2 lsinZ |。 设 当 m = 天 时 有 严格 不 等 
号 ， 则 

| Sin( 玫 十 T)Z| =| sinKZcosZ + cosKZsinzg) 
< IsinKZ| + |sinZ| <(K+1) sinZ| 。 
于 是 当 = 天 + 1 时 有 严格 不 等 号 。 这 就 证 明 
sinnZ| <nl sinZ| ， 
而 且 除 了 n= 1 或 sinZ = 0 以 外 ， 对 于 所 有 实数 Z 及 所 有 正 整 数 n 
具有 严格 不 等 号 。 

A-4。 设 P(Z) 的 根 都 位 于 闭 圆 盘 Di :2- < 过 R 之 内 ， 我 们 
将 证 明 nP(Z) -KEp7(z) 的 根 都 位 于 闭 圆 盘 Ds:| 2-c| <R+| | 
之 内 ， 

设 P(2) 的 根 是 和 ,和 人: 9 和 , 则 PCZ) 一 AlZ ~A)(2 DA 
《Z -入 )， 式 中 4 为 常数 ， 取 对 数 求 寻 ， 得 
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PC -六 1 
P(Z) 扣 Z-N 


设 uW 4D,。。 则 
[uMil 守 |w-c!l-|A\;—-c|I>R+IK|-R=1IK| 
(因为 Ni E Di)。 所 以 ， 对 于 i= 1,2…， 轴 全 二 < 


Inp(u) 一 天 P7CULD)| = PC) |。 In- -KD 


>|P(W) | (n ~ Dp 入 ， )>0. 


于 是 不 是 nP(2Z) 一 KP/(Z) 的 一 根 。 

这 表明 nP(Z) ~ KP!(Z) 的 全 部 根 均 位 于 D; 内 . 

A-5。 设 此 平面 点 集 为 5。6 的 直径 即 6 的 任意 两 点 之 连 线 
(线段) 中 最 长 者 。 我 们 用 归纳 法 来 证 明 6 至 多 能 有 rn 条 直径 。 
显然 当 n= 2 或 3 时 绪论 为 真 。 假 
定 当 n=K 时 结论 也 真 。 令 2 是 
平面 内 + 1 个 点 的 集合 。 

设 从 e 的 某 点 XX 引出 的 直径 不 
多 于 一 条 , 则 e ~ {X} 是 平面 内 K 
个 点 的 集合 且 由 归纳 法 假设 至 多 
有 天 条 直径 ， 因 而 8 至 多 有 K+1 
条 直径 。 图 65 

设 e 的 某 点 P 至 少 能 引出 3 条 直径 PQ,PR,P?S。 令 r= |PQ1. 
则 QQ, 民 ,S 位 于 以 P 为 中 心 为 半径 的 圆周 上 ， 并 且 事 实 上 位 于 此 
圆 的 劣 狐 上 。 适 当 用 字母 记 这 三 点 使 R 在 弧 上 处 于 @ 与 S 之 间 。 
幅 于 2 的 两 点 至 多 相距 r， 删 e 位 于 分 别 以 了 ,8，5 为 中 心 ?为 半径 
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的 三 个 闭 圆 盘 的 交集 ] 之 内 。 除 了 点 P 以 外 ，J 全 在 以 R 为 中 心 r 
为 半径 的 圆 的 内 部 ， 因 而 R 是 Ee 的 怡 可 引 一 条 直径 RP 的 端点 .上 
文 证 明了 e 至 多 有 K+ 1 条 直径 。 

最 后 ， 设 2 的 每 点 恰 可 引出 两 条 直径 ， 则 这 些 直径 共有 
2(8+1T) 个 端点 ， 故 恰 有 天 + 1 条 直径 。 

于 是 ， 在 任何 情况 下 ，s 至 多 有 K+ 1 条 直径 。 

A-6。 化 推 公式 可 化 为 

S41 = Dn t+ nCa ~— 1,), 
其 折线 表示 如 图 66， 显 然 对 任 取 的 S;<c， 有 
Ss I RN a- 1, (1) 


因而 这 数列 收敛 于 ce- 1。 为 了 解析 地 证 明 这 一 绪论， 我们 令 


目 
} 
| 
{ 
| 
| 
i 
| 
| 
4 
| 
| 
1 
| 


{7)=7r+tin(a -7) 
(xX 之 a)。 则 f1(C2) =1~1/(4 ~7+)， 当 ?<<4 ~ 1 时 为 正 , 当 X 之 4 一 
1 时 为 负 ， 由 于 f(a 一 1)=a-1， 推 知 对 于 所 有 的 Xa 有 jf(7) 专 
4 1， 又 ， 车 X 志 4~1， 则 In(a -Xx) 宇 0, 故 (2) 宇 z， 即 可 推出 
(1)， 故 数列 {5S,} 有 极限 ， 记 为 T。 显然 T<a ~1, 是 f 的 一 个 连 
读 点 ， 所 以 


° ZA48 . 


fT)= dim SS ) = lim 9) = limn 9 = 了 。 
得 in(G~1)=0， 所 以 工 =ca-1。 证 毕 ， 
A-7。(i) 设 正 整 数 D,，q,r，:3 适 合 P/g: 关 r/s。 肥 开 >> 2。 考 巾 
与 z 轴 相 切 的 两 圆 ， 其 园 心 分 别 为 (1/g,1/KG ) 及 (AS，1/ES )。 
我 们 要 求 这 两 园 不 相交 。 若 它们 相交 ， 则 其 园 心 之 间 的 距离 就 
不 超过 其 半径 之 和 。 平 方 之 ， 有 / 


CE 


Kaq: Ks: Kg: Ks’ 

可 得 (ps ~rq)* 志 4/K*。 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 2 而 左 式 是 正 
整数 。 这 表明 我 们 的 要 求 是 对 的 。 

现在 设 有 理 数 ”, 把 它 写 成 最 简 分 数 形式 PD/q, (Pp,4 为 整数 ). 
令 Cr 为 中 心 在 《p/4,1/Kq*) 半径 为 1/Kq 的 园 ， 则 Cr 切 z 轴 于 
(r,0) 点 。 并 且 如 上 所 证 的 ， 洛 rs， 则 Cr 与 C; 不 相交 。 所 以 
{Crt 7 为 有 理 数 } 是 圆 的 一 个 集合 ， 其 每 个 园 与 z 轴 相 切 ， 切 瓜 
为 zY 轴 上 所 有 的 有 理 点 ， 并 且 任 何 两 个 网 不 相 奖 。 

(ii) 因为 任意 一 个 园 域 
都 含有 两 坐标 都 是 有 理 数 的 
一 点 ， 又 因为 平面 上 这 种 后 
是 可 数 的 ， 故 在 平面 上 人 役 此 
内 部 不 相交 的 一 族 不 可 数 个 
圆 是 不 可 能 存在 的 。 任 意 两 
个 有 公 切 线 的 不 相交 图 其 内 
部 也 不 相交 ， 故 不 可 数 个 不 
相交 的 图 都 与 x 轴 相 切 是 不 
可 能 的 . 弃 然 在 z 轴 上 无 理 反 
的 集合 是 不 可 数 和 的， 这 就 证 图 67 
明了 (ii)、 
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B-1。 这 行列 式 展 开 式 每 一 项 的 绝对 值 ,是 所 有 可 能 的 行 指 
标 与 所 有 可 能 的 列 指标 的 积 ， 故 为 (1001)”， 

既然 101 是 一 个 素数 , 故 由 他 ion 定理 100! 三 ~ 1(mod101)， 
所 以 〈1001)2 二 (- 1): 反 1(pod 101)， 如 所 和 窝 证 . 

B-2。 这 递 推 法 的 折线 表示 如 图 67。 容 易 看 出 当 且 仅 当 0 二 
Xo 二 2/ 太 时 数列 XX ,X11，… 收 伏 于 1/4， 

证 法 是 ， 定 义 f(x)=x(2 ~ Azx)， 求 得 极 大 值 1 (1/A4)= 1/ 
A， 又 当 0<z<1/4 时 f(x2)>>xz， 当 Xx<0 时 f(x) 二 xz。 这样 可 得 


车 Xo 位 于 C0，2/A)， 则 0<X,<Xs<Xs<<…< 诺 ; (1) 


若 Xo = 二 0 或 2/A, 则 X11 = 从。 = 有 一 … 一 03 (2) 
若 XXo 位 于 (0,2/ 有 4) 之 外 ， 则 0 汪 X, 二 XX, 宇 ,>'…。(3) 
在 情形 (1)， 数 列 必 收敛 于 f(x) =z 的 唯一 正 根 ， 妈 z= 1/ 
A， 在 情形 (2)， 数 列 显然 收敛 于 0， 在 情形 (3)， 数 列 或 发 散 
~ co 或 收 化 于 f(x) =z 的 一 负 根 ， 但 这 种 负 根 是 不 存在 的 ， 
解法 二 。 我 们 可 求 得 X, 关 于 XX。 的 一 个 显 式 , 从 而 容易 看 出 
极限 性质。 从 题 设 递 推 公式 多 得 
1]- AX = (1~AX,)”, 
则 1~AX,= (1- AXo) 
显然 ， 当 且 仪 当 |1- AX,| 达 1， 即 90<X,<2/4 时 ， 有 1~A2， 
~>0， 妈 和 17/A。 
B-3。 要 证 的 不 等 式 等 价 于 


| f (z)dz| yf (VAYy ~ | ur Cdy| f (x)dx>0 


lt | | (Zz)FCDLACz) ~ fy) jdrdy>0. (1) 


将 《1) 的 左边 记 为 I。 则 交换 积分 变量 有 
» 250。 


[=| {ftc (y) _ fC2) dzdy. 


那么 21= | | FD YE) ~ fC) Jdzdy. 


由 于 /是 减 通 数 ， 因 此 对 于 所 有 的 x* 与 y, 有 (Cy~ X25f(Cx) -了 (Vy)] 
>>0。 又 因 / 处 处 为 正 ， 显 然 2[ 关 0， 这 就 证 明了 (1)。 

B-4。 我 们 来 找 出 关于 a(n)，5(n) 的 两 个 窜 级 数 发 生 遂 数 . 
首先 ，n 作为 并 个 1 与 2 的 有 序 和 的 表达 式 的 数目 显然 等 于 
(z+ Xx) 展开 式 中 zx 的 系数 。 所 以 


尼 必 


1+ > G(H)Z = > 〔〈2Z 十 22 六 一 1 一 2。 


t=0 光一 


其 次 ，n 作 为 K 个 大 于 1 的 整数 的 有 序 和 的 方式 的 数目 是 
(X22 二 二) = (< " 


一 辫 
展开 式 中 Xx" 的 系数 。 故 


一 ~ x72 K x2 \-! 

1 十 之 b(n) r= 之 (一 ) 一 (1 一 二 
-2 T° 
ri 


于 是 > DOr=T + > an)r", 


83-s。 设 给 定 的 集合 为 53。 害 义 
C={XCES:XEfCX)), 
且 设 A 是 C 的 所 有 元 素 的 并 集 。 我 们 来 证 4 = 了 (A)， 
设 玉 EC, 则 XX 乞 1(X) 是 XSGSA. 于 是 1(X)Sf(A)( 由 假设 )。 
故 XCf(A)。 由 并 集 的 定义 
ACIfHA), (1) 
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又 由 假设 ，/(4)j(f(4))， 故 f(A4)E€C。 再 由 并 集 的 定义 ， 
1(4)CSA. (2) 
B-6。 我 们 要 用 到 常 微分 方程 中 的 斯 图 广 比 较 定 理 ， 
设 [ 是 R 内 一 区 间 ， 函 数 4 与 0 当 zE1 时 满足 
WUT) + ACTMT) =0, vv (7) + BOC)VCYX) = 0, 

式 中 A 与 8 为 连续 函数 ,上 且 当 xEI 时 A(zx) 宇 B(xz)， 假定 v 在 I 上 不 
恒 为 零 ， 而 0 与 6 是 0 的 零 扩 ,0<<h， 则 除了 当 & 志 XxX 志 B 时 A(7X) = 
B(x) 以 及 Ww 与 ov 在 这 区 间 上 成 比例 这 两 种 情形 以 外 ， 总 有 ww 的 一 
个 零点 在 开 区 间 (4,8) 内 . 

对 于 本 题 ， 我 们 首先 比较 微分 方程 


2 
T+ y=0 (1) 与 "+0=0. (2) 


i 
十 
2 rT:+9 


取 《2) 的 一 解 2 (7z)=sinz 易 见 0 与 7 是 它 的 两 个 零点 .由 
于 对 所 有 z 有 


2 
+4 4 
+9 9 


(当头 0 时 为 严格 不 等 号 )， 故 (1) 的 任意 解 必 有 一 零点 5 在 
(0，7) 内 ，f(&) =0。 并 且 ，f 的 图 形 必定 在 E 穿 过 z 轴 ， 因 为 
否则 fCE) =0, 从 而 由 关于 (1) 的 解 的 唯一 性 定理 将 推出 1 (7) 


E= 0。 


对 于 0<z< 了 ,有 


2 十 4 ,53 
r+9 ~63° C3) 


事实 上 ,(3) 等 价 于 107 <225， 而 由 z:<10 得 10(- 亚 ) <225， 


e ZL3L ? 


即 推出 (3)， 
如 果 我 们 令 wz) =sin/ 5332， 


则 Ww (2) 十 Bru(7) = 0 .。 


在 I= | ,> | 上 又 应 用 斯 图 谍 比 较 定理 ， 可 知 x 有 一 零点 在 
63 63 
93 7 及 /537 所 以 


63 NE A。 
D3 2 


B-7。 设 C 为 一 正 K 边 形 , 其 内 切 圆 半 径 为 "。 对 于 一 个 给 定 
的 正 整 数 p, 令 S= (2)? 表 示 半 径 为 secCT/2EP) 的 一 图 .我 们 应 
证 (i) 和 蜀 C 于 任何 位 置 均 不 能 改 盖 S，(ii) 在 PP pe， 是 > 
的 n 个 操 ， 则 置 C 于 适当 位 置 可 履 翼 住址: ,PF,,…"， P,}. 

将 C 保 持 固 定 ， 我 们 证 明 没 有 一 个 半径 超过 ?的 圆 盘 能 放 到 
C 的 内 部 。 从 这 里 就 可 直接 推出 (i)。 对 于 一 个 固定 的 半径 7， 
在 C 内 半径 为 r: 的 贺 盘 的 圆心 的 点 
集 E 是 西 的 ,并 且 E 在 关于 C 的 中 心 
O 作 旋转 27/K 角 的 变换 下 是 不 变 
的 。 所 以 ,E 或 者 为 空 集 或 者 含有 
O。 若 rf >>r， 以 0 为 中 心 7 为 半径 
的 一 图 不 全 在 C 内 部 ,这 时 E 为 空 
集 。 所 以 ， 半 径 为 "1 的 任 一 圆 盘 
不 能 放 在 C 的 内 部 ， 图 68 

现在 证 明 (ii)。 令 Pi: ,PP:，…:P* 是 $ 的 反 ,并 且 在 5 内 固定 一 
个 参考 点 Q@Q,@ 到 0 的 距离 为 FecGCT/ 2K8)。 安 置 C( 使 得 O 与 > 的 中 
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心 重 合 , 并 且 绕 0 转动 C 使 得 Q 画 出 圆 $. 考 虑 那些 P 中 的 一 点 Pi。 
由 于 @ 画 出 S， 若 2E 4;，4; 是 K 段 每 段 长 为 YA 弧度 的 闭 弧 的 
并 集 (精确 地 说 ， 是 当 2xm/K< Pi;00<2Tm/K+ zx/Kn 对 于 
某 个 整数 m 成 立 的 时 候 )， 则 Pi 将 位 于 C 上 或 C 外 。4; 的 总 长 为 
7/n 从 而 整个 【4 的 长 至 多 为 Y， 所 以 5 一 【Ai 至 少 有 长 度 


故 不 为 空 ， 只 要 将 C 旋 转 使 得 9€5 UA;， 则 点 Pi, Ps,…，P， 
就 全 在 C 的 内 部 。 证 毕 。 
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上 午 试 题 
人 一 1 。 设 实数 a。 G1 ;0: 满 足 条 件 


了 + 十 .十 i 
求证 方程 ao+aiztasz2+…+az=0 至 少 有 一 实 根 。 

A--2。 将 两 个 半径 相等 的 均匀 实心 球 上 下 堆放 。 下 面 的 于 
固定 ， 上 面 的 球 开 始 时 静止 然后 滚 下 。 试 问 滚 到 什么 位 置 两 球 
便 脱 离 接触 ? 假定 其 摩 氛 系 数 刚好 使 它们 之 间 不 致 发 生 滑 动 . 

A-3。 从 区 闻 [0,1] 中 随机 地 选取 实数 。 若 取得 第 4 个 数 之 
后 这 w 个 数 的 和 才 首 次 超过 1， 试 证 对 于 的 期 望 〈 或 平均 ) 值 是 
C。 

A-4。 若 复数 al ,4,,…4a, 满 足 

lal=|1as|=' = 1a,|=7?#0, 
从 这 nt 个 数 中 每 次 取 S 个 (不 重复 ) 作成 乘积 ， 所 有 乘积 的 和 记 
为 ,T,， 试 证 当 ,T，-: 关 0 时 恒 有 
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0， 


nls 
nln = 


] 一 六 


| 
| 
| 


A-5。 证 月 积分 方程 
f(x,Yy)=1+ | | fu vdudo 


在 0 志 X 志 1,0<<y 志 1 中 至 多 有 一 个 连续 解 . 

A-6。 设 年 利率 为 i;， 依 复 利 计算 ， 想 要 在 第 一 年 末 提 了 到 1 
元 ， 第 二 年 末 提 取 4 元 ，…， 在 第 n 年 末 提 取 r”* 元 ， 要 能 永远 如 
此 提取 ， 问 至 少 需要 多 少 本 金 ? 

A-7。 试 证 不 能 把 十 个 尺寸 相同 的 正方 形 放 在 平面 上， 使 
得 其 中 任何 两 个 正方 形 均 没有 公共 的 内 反而 又 有 一 个 正方 形 触 
及 其 它 各 正方 形 〈 的 边 )。 


下 午 试题 


B-1。(i) 给 定 线 段 4,56,c,d， 其 中 4 最 长 , 试 以 这 些 线 段 为 
边 作 成 一 个 四 边 形 并 使 ec/ 2p。 问 这 在 什么 时 候 可 作 ? 

(ii) 给 定 任 一 锐角 三 角形 4BC 及 高 4H, 在 AH 上 任 取 一 点 
D， 引 BD 晶 延 长 交 AC 于 E， 又 引 CD 且 延 长 交 AB 于 F。 试 证 
/AHE= /AHF. 

B-2。 求 证 四 个 相继 正 整 数 的 积 不 可 能 是 一 个 完全 平方 或 
完全 立方 数 。 

B-3。 在 一 个 有 8? 名 选手 参加 的 循环 赛 《〈 每 一 对 选手 赛 一 
场 ， 胜 者 得 1 分 ， 负 者 得 0 分 中， 没有 平局 ， 由 各 选手 赢得 的 
分 数 分 别 是 $1 ,5,，,…,S,。 求 证 有 某 三 名 选手 4,，B, 《使 得 A 性 
B,B 胜 C,C 胜 4 的 情况 存在 的 充 要 条 件 是 

S12:+S22+ + Sn- n(n 1)/6., 
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B-4。 在 半径 为 1 的 球面 上 所 有 两 把 之 阁 的 直线 距离 的 平均 
信和 是 多 少 ? 

B-s。 在 平面 上 给 定 无 穷 个 把, 试 证 ， 若 它们 之 间 的 忠 离 都 
是 整数 ， 则 这 些 点 都 在 一 条 直线 上 ， 

B-6。 一 个 抛射 体 在 阻力 介质 中 运动 。 这 阻力 是 速 度 的 浮 
数 并 且 方 向 与 速度 向 量 相 反 , 运 动 的 水 平 距 离 与 时 间 t 的 关系 为 
r=f(t). 
试 证 其 坚 直 距离 y 由 


= 1(#) 
= of | ey +g| di + AACD+B 


给 出 ， 式 中 4,B 为 常数 ，9 是 重力 加 速度 ， 
B-7。 证 明 ， 车 (x) 在 La,6J 上 连续 ， 而 且 


当 n=0,1,2, “时 | zf Cn)d =0。, 则 f(z) 在 La， bj 上 人 恒 等 于 零 。 


解答 


人 一 fT to 7"， 出 
= 10。 


1 
d = QI ,二 
| er 1 i 


由 积分 中 值 定理 ， 看 在 EE 《0,1) 使 得 
f=| fcr)dz=0. 


asrit! 
i+1-， 用 罗 尔 定理 ， 


另 一 解法 是 设 f(7)= 


A-2。 设 S 是 那个 滚动 的 球 ， 半 径 为 a, 质量 为 M。 一 个 均匀 
球 的 惯性 算是 1= (2/5)Ma?*。 我 们 不 妨 设 想 这 运动 实质 上 是 二 
维 的 ， 则 这 系统 的 状态 由 两 球 的 连 心 线 与 竖 直 线 的 夹 角 9 来 确 
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定 ,如 图 69 所 示 , 用 表示 6 对 ‘ 
时 间 的 导数 ,v 是 S 的 中 心 的 线 初始 接触 点 
速度 而 o 是 $ 的 放 转 角速度 ， ,~ 
只 要 两 球 保持 相 切 ，5 的 > 
中 心 就 沿 着 一 个 半径 为 2a 的 四 


圆 运 动 ， 故 u= 2a 9 而 0 =2 0. 
S 的 动能 为 、| 7 
1 Mv: + 1l10: -iMa: 83 ， 
2 2 5 图 69 
而 相对 于 下 面 球 心 的 水 平 线 的 势能 为 2Magcos9，, 因 总 能 量 为 党 
数 故 


2AMagcosSb + Ma* 0 = 2Mag, 


《右边 是 由 左边 令 06=0 时 算出 来 的 ) 芍 有 
Tab =0(1 ~ cos0), (1) 

为 了 保持 S 在 以 半径 为 24 的 园 周 轨道 上 运动 ,需要 一 个 指 癸 
园 心 的 大 小 为 22M 0 的 力 。 这 力 由 重力 沿 连 心 线 的 分 力 Mgcos 
9 起 作用 。 只 要 这 个 分 力 超 过 所 需要 的 向 心力 ，5 就 保持 这 种 运 
动 ， 其 超出 的 力 是 两 球 接触 的 抵抗 力 。 当 重力 的 分 力 变 得 不 足 
以 维持 必要 的 向 心力 时 ， 则 两 球 脱离 接触 ,5 进入 一 个 抛物 线 胃 
道 并 以 常 速 旋转 。 因 此 ， 脱 离 接 触发 生 在 

2aM 0'=Mgcos0 


的 时 候 。 综 合 此 式 与 (1) 式 ， 得 


cos = 1~ cos0, 
10 
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所 以 这 发 生 在 9=arccos(10/17) 的 时 候 ， 

A-3。 令 要 求 得 到 c 分 或 更 多 分 的 试验 次 数 的 期 望 值 是 B 
(0). 设 0 二 c 和 1。 车 第 一 次 取 的 数 是 在 区 间 [z，z+Az] 内 ， 
这 里 z+<c， 则 取 的 次 数 的 期 望 值 将 大 约 是 1+EGc-z)。 所 以 
对 于 0 二 c 委 1， 

Ec)=1 +| E(c -x)dr=1 + | EQwdu. 
(1) 
(这 个 积分 存在 是 因 E 为 增 函 数 。) 从 (1〉 知 为 连续 ， 故 由 微 
积分 基本 和 定理 ， 
E/‘(c)=E(c)., 
解 之 ， E(c)=he:， 和 为 常数 。 
由 (1) 求 得 \=1。 所 以 E(1)=@， 

A-4。 对 任意 非 零 复数 >， 有 z-!= 2 /|z|:( 这 里 一 横 代 表 

共 力 )。 设 选 自 41,2,…，7) 的 3 指标 的 一 个 集合 记 为 J/， 则 


于 是 mr,- = 去 TT =r" 2s A 9 
由 此 即 可 推出 要 求 的 公式 ， 


A-5。 设 存在 两 个 连续 解 且 令 9 是 它们 的 差 。 则 9 连续 且 
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OZ 1 =| | gc ,0 dudv, 
因为 9 连续 则 它 在 给 定 的 正方 形 上 有 界 。 令 M 是 某 个 错 数 , 则 当 
0 和 2Z 和 10 委 / 委 1 有 


19Cz ,y) | <| | 19( ,0) Ildudv 
<| | Madud = Mzxy., 


我 们 现在 证 明 对 于 任何 正 整 数 n 


Z yy" 
[gC ,Yy) | <M nr (C1) 


当 n=1 的 情况 已 证 ,假定 当 r# =k 时 为 真 ， 则 
[9(7T,Y) | <| | [gw ,v0) |dudv 
#ry MR Ur 
<| [iw 吉 Er dudv 
加 人 及 二 了 yt!1 
=M (K+1)! Ck+1)!° 
于 是 由 数学 归纳 法 知 (1) 成 立 。 但 是 对 于 任意 国定 的 7 与 y 
limM < .=0., 
nl ni 
所 以 |gCx, 妇 | 三 0， 故 g(x,y) =0。 因 而 不 可 能 存在 两 个 不 同 的 
连续 解 。 
A-6。+ 年 后 要 提取 1 元 (本 利和 )， 该 项 本 金 应 为 (1+ 让 
元 ， 要 提取 n: 元 (本 利和 )， 该 项 本 金 应 为 Rh*C(1+ 站" 元， 所 以 
本 金 总 数 为 


> n+ 


时 一 


es ZI9 + 


由 于 1_ Sr 
一 小 7 
7 md 
改 (1 一 32 “dx 一)= Sn, 
r+7x: d 7 Rn 
i 


( 当 | x | 之 1)。 置 -=1/(1+i)， 便 得 


D+ti)™= 人 
(举例 ， 若 年 利率 为 6%， 则 本 金 至 少 应 为 10109 .26 元 )。 
A-7。 设 那样 的 单位 正方 形 的 集合 是 存在 的 。 令 S,S, ，S， 
是 三 个 互 不 重合 的 正方 形 ， 其 中 心 分 别 为 C，C1!，C; ,并且 5$ 触 
及 S1 与 S$,.。 
令 0= LCCC,, a=|CiC|, 6=|CC,|, C=|CCi|。 则 1 
<a<vV 2，1<bVW 2 ，c 兰 1。 由 余弦 定理 


52+0-c ,a+b’-1 = f(a,b) 


cos0 = oab ~ 2ab 


of as-b2+1 of _b*-a+l 


这 两 个 偏 导数 在 整个 容许 的 区 域 (c,2) 内 非 负 ， 故 推 知 f 在 这 个 
区 域 的 极 大 值 是 f(v 2 ，w 2 )= 3/4。 于 是 cosb 和 3/4， 即 0> 
arccos3/4。 令 Q =arccos3/4， 则 

27 


COS30 = 4C0S 0 ~ 3coSQ = 一 < 一 训 一 0S-5。 


所 以 34 盖 271/3， 故 人 CC =0>>4>27/9。 


* 20O0。， 


现在 设 S， Si D2, “1°) Ss 是 互 不 重 又 的 正方 形 ， 并 且 S 与 
其 它 每 一 个 都 触及 。 令 C，Ci，Cs,…,Cs 分 别 是 它们 的 中 心 。 
选取 极点 在 C 的 极 坐 标 系 ,而 其 余 这 些 C 的 编号 按 极 角 单 增 ( 在 
0 到 2zx 之 间 》 来 编 C1，C;,，…，Cs。 则 
LCiCCsy+ /CCCst r+ LACCC, = 27， 
故 这 些 角 中 至 少 有 一 个 不 大 于 2r/9, 这 与 前 面 已 证 的 发 生 矛 盾 ， 


所 以 这 种 放 法 是 不 可 能 的 ， 
附注 。 设 正方 形 3 " 边 长 为 2， 与 5 同心 且 位 似 ， 奶 图 "所 示 , 经 详细 分 析 可 证 任 
意 与 9 触及 但 不 含 5 的 内 点 的 单位 正方 形 必 定 从 "上 城下 一 个 长 度 至 少 为 1 的 折线 


图 70 图 71 


(如 图 71 中 .4BC)。 由 于 S" 的 周 长 为 8 , 故 至 多 有 8 个 内 部 不 相交 的 正方 形 能 触及 S。 
这 种 证 法 的 优点 在 子 容易 推 证 仅仅 存在 8 个 触及 S 的 单位 正方 形 ， 即 平常 藩 知 的 棋 
盘 格 拼 排 式样 。 

B-1。(i) 构造 一 个 三 角形 PCR， 使 |P@|=a-2，|PRI= 
c，|QR| =d。 当 且 仅 当 这 些 长 度 满 足 严 格 三 角 不 等 式 ( 即 两 得 
边 的 和 大 于 最 长 边 ) 时 这 是 可 以 作出 的 。 延 长 F@ 到 "使 得 125 | 
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= B ， 作 平行 四 边 形 SQRT 即 为 所 求 . 

者 = ( 原 题 并 未 说 明 此 种 可 能 性 被 “4 为 最 长 "所 排除 )， 
则 黄 基 三 角形 退化 ， 有 c= d。 这 就 存在 无 穷 多 的 解 ， 两 邻 边 长 
为 6 与 的 任 划 平行 四 边 形 都 满足 要 求 。 


图 72 


(ii) 解法 一 ， 过 4 作 ! 平 行 于 BC。 因为 人 ABC 与 人 ACB 放 
人 锐角， 高 的 足 五 必 落 在 下 与 C 之 间 , 假定 如 通常 情 帝 DA,H， 
图 形 如 图 73 所 示 。 


AN 


考虑 一 双 一 双 相 似 三 角形 ， 我 们 看 到 


ae EE pp 


We 一 sis 


所 以 14X|。*1BCI= |AW|:|BH| =|1AZ|.|HC| = 1AY|. |BC|, 


“LO2。 


因而 14X| = 14Y| , 故 直 角 三 角形 4HX 与 4HY 全 等 从 而 人 AHX 
= /AHY, BW/ AAHE= 一 4 
解法 二 。 取 BC 与 4 五 为 直角 坐标 轴 。 令 4= (0,0)，3B=(D， 
0),，C=(c,0)，D=(0,d)。 写 出 BD，AC 的 方程 ， 求 得 它们 的 
交点 E， 算 出 HE 的 斜率 为 
ad (b -oe) 
bc (a-ad) ° 
交换 0 与 c， 可 得 HF 的 斜率 = 
-~ (〈BHE 的 斜率 )。 所 以 人 4HE 
= /AHF 
解法 三 。， 由 BF，FD, DH,， 
HB 组 成 的 四 边 形 的 一 条 对 角 线 
BD 被 男 一 条 对 角 线 HF 以 及 AC 
调和 分 制 于 C 操 ,也 点 ,所 以 有 P， 
HE; HB，HD 是 一 调和 线束 ， 图 74 
但 是 HB 与 HD 垂直 ， 所 以 它们 平分 由 HF 与 HE 形成 的 角 。 
附注 。 比 较 上 述 不 辣 证 法 中 发 生 的 特殊 情况 是 有 趣 的 。 人 情况 九 = 五 在 上 面 综合 
法 及 射影 法 中 被 排除 ， 而 在 解析 法 中 则 否 ; 情况 8D//AC 在 综合 法 与 解析 法 中 被 
排除 ， 但 在 射影 法 中 则 否 : 在 综合 法 中 , 著 DD 不 在 4 及 上 ， 图 形 的 外 观 将 显著 政变 。 
B-2。 设 这 四 个 相继 整数 是 ?一 1，x，2z+1, ++ 2。 其 乘积 
P=(x~-1)(r+2)7r(rt+1)=(7 +2~ 2)(7° 十 2) 
=(X?+7r-1)*~1, 
若 P 为 完全 平方 ， 则 了 与 (z:+z~- 1) 将 为 相 邻 正 整 数 ， 但 两 个 
完全 平方 数 相 邻 是 不 可 能 的 。 
现在 设 P 是 一 个 完全 立方 数 。 则 xz>>2， 因为 x -1 是 正 的 ， 
而 若 z=2 就 有 P= 24 与 所 设 不 符 。 整 数 z 与 2+ 1 中 必定 有 一 个 奇 


煞 。 设 * 是 奇数 ， 它 与 ~- 1，z+ 1，2+ 2 互 束 ,故人 (zZ 一 1)42+ 1) 
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(CZz+2) =2Z +27 -2- 2 也 是 一 个 完全 立方 数 。 但 是 当 z>2 时 
TILT +T202 一 ~2<(Zz+1)5， 
即 两 个 相 邻 整数 的 立方 之 间 有 一 个 完全 立方 数 ， 这 也 是 不 可 能 
的 ， 设 z+ 1 是 奇数 ， 则 它 与 (7 一 1)7zCz+ 2)=2X3 + zx? 一 27 互 素 ， 
这 又 必定 是 一 个 完全 立方 。 但 是 当 z 之 2 时 
TI TI tT 27< (C++ 17)3， 
于 是 再 次 引出 予 征 。 所 以 P 不 能 是 完全 立方 数 。 
B-3。 对 任意 一 次 竞赛 的 结局 T， 令 
U(T)=S?+S2+ +92, 
我 们 称 循环 赛 的 一 个 结局 为 传递 的 ， 当 且 仅 当 不 存在 三 个 选手 
使 得 4 胜 吾 ， 了 3 胜 C，C 胜 A 这 样 的 情况 。 这 时 ,，“ 胜 "是 在 选 
手 集 合 上 的 一 个 传递 的 线性 有 序 关 系 。 所 以 我 们 可 以 将 选手 编 
号 为 P!,，P;,…,P, 使 当 且 仪 当 i 少时 ?; 胜 P;。 则 选手 们 结局 的 
得 分 分 别 是 90，1，…，rn~1。 因 而 在 这 种 传递 的 情况 下 有 
U(T)=02+17+"+(n~1):=n- 1 (2n -1)/6. 
可 见 给 定 的 条 件 是 充分 的 。 
现在 考 虚 竞赛 的 一 个 非 传 递 结 局 ， 即 存在 三 个 选手 A ,8， 
C 使 得 4 胜 妃 ，3 胜 C，C 胜 4。 我 们 可 以 假定 94 是 54， SB， 
Sc 中 景 小 的 数 ， 则 S4 夺 Sa。 其 倒 A 与 B 之 间 比 赛 的 胜 负 ， 我们 得 
到 一 个 新 的 结局 ， 在 那里 和 A 的 得 分 是 54 一 1, B 的 得 分 是 3s + 1， 
其 它 选手 的 得 分 不 变 。 从 
(S4~—1)’-~S4+(Sps+1) ~S3=2(58~ 34)+ 2~>0 
看 出 U 增 加 了 。 于 是 任意 非 传 递 竞赛 的 结局 能 改变 致使 0 增加 ， 
但 这 不 能 永远 改变 下 去 ， 因 为 可 能 的 结局 数目 是 有 限 的 。 所 以 
从 一 个 非 传 递 结 局 开始 ， 经 过 有 限 次 改变 之 后 ， 结 局 成 为 传递 
的 ， 并 且 U 增 加 到 (Cn ~ 1)nC20 ~1)/6。 于 是 对 于 一 个 非 传递 结 
局 有 


LO4。， 


CT)<( 一 1)8C20 -1)/6, 
因而 给 定 的 条 件 是 必要 的 。 
B-4 我 们 取 球 的 半径 为 a 以 便于 处 理 量 纲 。 由 对 称 性 我 
们 只 人 须 计 算 从 某 个 固定 点 发 出 的 所 有 弦 的 平均 长 度 ， 该 后 取 为 
球 坐 标 系 的 北极 N ,用 平行 于 余 纬 度 的 薄片 将 球面 切 为 球 带 , 在 
余 纬 度 0 与 余 纬 度 9+ A9 之 间 的 球 带 的 近似 面积 为 (2xosin0) 
(c46) ， 而 所 有 从 N 到 这 球 带 上 的 反 NM 
的 弦 的 近似 长 度 为 ya 
2asin(6/2) .所 以 汞 的 长 度 的 平均 值 是 A 


3 FF 
L = 4 | sin 已 sinbd6， 
S Jo 2 


式 中 $= 4za 是 球面 积 。 z 
出 于 4 二 1， 有 图 75 

L= | isin 5 (2sin 1 Cos 人 d0 = 4 in 30 l 一 4 

0 2 2 2 3 2 lo 3 


B--5。 设 这 给 定 的 集合 含有 三 个 非 共 线 点 4，B， C， 使 得 
14B|=r, [14C|=5S, 此 处 7， S 为 整数 ， 若 P 是 到 4 ,3 距离 都 为 
整数 的 任意 点 ， 则 由 三 角 不 等 式 ，|PA ~ PB| 是 整数 0，1，2， 
…，7 中 的 一 个 。 所 以 P 必 定 落 到 双 曲 线 族 

用 ;={X:|XA-XB| 一 1 ，i=1，2，…r-1 
中 的 一 条 上 面 ， 或 在 4B 与 48 的 垂直 平分 线 的 并 集 H。 上 .， 
同 理 ， 到 A，C 的 距离 都 为 整数 的 一 点 P 必 落 在 双 曲 线 族 
K,={X: |XA- XC|=i} i=1, 2, *…, -1 
中 的 一 条 上 ， 或 在 4C 与 4C 的 垂直 平分 线 的 并 集 Ku 上 。， 我 们 给 
定 的 集合 的 任 一 点 必定 在 集合 Hi 人 \Kj 之 一 上 。 由 于 AB 志 AC, 履 
没有 一 个 集合 Hi 与 任 一 集合 所 相 同 。 车 i 与 有 一 不 为 0, Hi NK; 
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必 是 两 条 不 同时 退化 的 二 次 曲线 的 交点 ， 所 以 Hi 站 Kj 至 多 含有 
四 个 点. 但 是 Ho 站 KK, 也 至 多 含有 四 个 点 因为 H, 与 K ,不 共有 一 条 
直线 。 所 以 这 给 定 的 集合 至 多 含有 4《7+ 1)(s+ 1) 个 点 ， 这 与 题 
设 它 有 无 穷 个 点 相 予 盾 , 这 个 矛盾 表明 所 有 给 定 的 点 是 共 线 的 。 

B-6。 此 运动 的 微分 方程 的 向 量 式 是 

mx ,y= RX,Yy -m0,09, (C1) 

式 中 搬 号 表示 关于 时 间 的 导数 ，R 是 阻力 系数 ， 

因为 运动 的 x 分 量 由 x = 了 (给 沁 ， 由 (1》 得 
f”(Ct) 
ft)° 


假定 三 (1 不 为 零 。 则 2 满足 做 分 方程 


R= ~ fh 


除 以 1'(t)， 便 得 恰当 微分 形式 
OD) y= 
FD [fC1)]: 7 -Fi 
5 y (0) _ 1 cr 

于 是 Fy (0 |， Jr) 


帮 yt) = 0 + HOV TEFLY ~- 100)] 


17 
-oj fi(s ) | Fd 3, 
上 式 景 后 的 积分 可 用 分 部 积分 
“=| Fy dvu= f(s)ds 
给 出 y= tyC0) ~ 


4 LO6， 


! dr ! fCs) 
~ Oof CC 
«<5 j’ (7) + 中 1 (Cs) 5 


读者 注意 到 前 面 的 证 明 依 赖 于 对 任何 !，f/ (9) 兰 0 的 假定 ， 
我 们 来 考虑 这 个 假定 。 
设 阻 力 与 速度 的 依从 关系 为 R=BCz/,y’)， 式 中 四 ，R?-~> 
R 是 一 满足 利 普 希 区 条 件 
[Bu v0) ~ Bu ,0.)| 和 KE 一 LU + |v1~v,|} 
的 函数 ，K 是 某 个 常数 。 则 原来 的 微分 方程 即 
27 一 -二 P(r! ,VY Dr’ 
1 (2) 
y=— PT ;YDY’ ~ 9, 
而 这 个 方程 组 对 于 任意 初始 条 件 〈 甚 至 时 间 可 以 不 是 0)7 有 了 唯 一 
解 。 显 然 若 z' (fo) =0， 则 (2) 的 一 解 可 由 求解 


y= -ecoyogr-s 


且 令 zz 为 常数 来 得 到 。 所 以 由 唯一 性 推 知 ， 若 对 于 任意 的 to 有 
z'(fo)=0， 则 zx 为 常数 。 就 1 而 言 ， 这 意味 着 j 处 处 不 为 零 除 
非 了 是 常数 。 于 是 除了 在 } 是 常数 的 平凡 情形 以 外 ， 我 们 先前 的 
证 明 是 正确 的 。 显 然 ， 在 平凡 情形 我 们 得 不 到 关于 R 的 性 质 的 
任何 信息 ， 所 以 无 法 从 f 去 计算 y. 

B-7。 对 于 任意 多 项 式 p， 题 中 的 假设 明显 地 香 涵 


| fe) p(s)dr =0, : (1) 
维尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 保证 ， 给 定 e> 0, 存 在 一 个 多 项 式 p 使 得 
对 于 所 有 xzE[a,D]， 有 

[f(x)— PCz) | <e, 
令 M 是 |1(x) | 在 [a,8] 上 的 某 个 界 。 则 用 (1》 求 得 
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| (Z) dx 


_ | | | fCz) {fx) — pr) }dz 


<| fx) | fC2) ~ pCz) dz<| Medz=Me(b a), 
因为 可 任意 小 ， 故 
| fC)dr=0. 
又 因为 是 连续 的 ， 所 以 1(x) 三 0 (a<z<<6), 
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上 午 试 题 


A-1，。 设 1)》 f(m,1)=f(1,n)=1, m 之 1，n 之 1，; 
2) fm,n)= mn) +jm, nm1)+t+/m-1,n- 1), 
m>1, n>1; 
3) SW= 5 f(a,0), a>1,， b>1, 
gb= 
求证 对 于 hn 宇 2， 下 列 等 式 成 立 ， 
Sn+2)=SCn) + 25n+ 1), 


A-2, 设 K,=1, R =1+ nn 之 1, 
求证 对 于 hn 宇 1， 下 列 不 等 式 成 立 ， 
Vn<R<v nt+l, 
A-3。 假 定 下 列 微分 积分 方程 初 值 问 题 有 唯一 解 ， 试 确定 
ul(1); 


du(t) _ - 
= w(t) + | wcsyds,uc0) = ]。 
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A-4。 荣 大 学 分 配 学 生 住房 ， 每 二 人 一 间 ， 并 按 下 询 顺序 
安排 ，AA,AB,AC,BB,BC,AD,CC,BD,CD,DD， 其 中 A,B， 
C,D 分 别 表示 四 ， 三 ， 二 , 一 年 级 的 学 生 。 现 对 4 ,B,C,D 分 别 
赋予 数值 ， 使 得 与 上 述 安 排 对 应 的 数列 4+A，A1+B, A+C， 
B+B,，.,…，D+D， 恰 好 成 严格 递 降 顺 序 。 求 此 问题 的 一 般 解 
及 最 小 正 整 数 解 。 

A-5。 设 n 阶 行列 式 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 零 , 其 余 元 素 全 
不 为 零 、 求 证 它 的 展开 式 中 不 为 零 的 项 数 等 于 下 式 的 值 ， 

-证 寺 - 

A-6。 设 a(x) 与 5(Y) 是 定义 在 0 志和 1 上 的 连续 函数 ， 且 有 

0<a(X)<<a<<1。 著 方程 
u =max[b (x) + a 


的 解 可 由 w=max 一 2 


0o<z<l 1 一 CCZ) 


确定 。 问 需要 附加 什么 条 件 ? 
A-7。 设 ca,2 为 互 质 的 正 整数 ，20 为 偶数 ， 且 对 任 一 正 整数 
gq， 存在 非 负 整数 ?二 7(9)， 能 使 


PDP_o 
q bb 
取 极 小 值 ， 求 证 
p a 
| gj 卫 -也 
q 0 1 
lim o, 和 ”4。， 
下 午 试 题 


e。 LO9。 


求证 ，1) 已 = bt n>2; 2) lim b,=2. 


8B-2。 任 取 n+ 1 个 不 大 于 2n 的 正 整数 ， 求 证 其 中 至 少 有 一 
个 能 被 另 一 个 整除 ， 

B-3。 设 边 长 为 1 的 正方 形 被 分 成 任意 两 个 点 集 ， 则 其 中 必 
有 一 个 上 扩 集 的 直径 《点 集 内 两 点 间距 离 的 最 小 上 界 ) 不 小 于 
Vv 5/2。 并 确定 一 种 分 法 ,使 两 个 点 集 的 直径 都 不 大 于 5 /2。 

B-4。 设 C 为 实数 ， 画 数 1(z) 满 足下 列 两 个 等 式 ， 

limf (xz) =0C, limf”’(z) =0, 
求证 ，limf’(z) = 0，limf”'(z) =0， 

B--5。 从 平面 上 一 点 引出 的 一 条 无 穷 段 折线 ， 其 每 段 的 长 
度 依次 构成 调和 数列 1,1/2,1/3,…,1/n,… 从 第 二 段 折线 起 ， 
每 一 段 都 与 前 一 段 夹 6 角 。 设 此 无 穷 折 线 最 终 有 一 个 极限 点 , 试 
确定 其 起 点 与 极限 点 间 揭 距离 及 方向 。 

B-6。 设 一 种 完全 定 癌 图 由 2 个 已 知 点 确定 。 即 对 于 把 集 
{Pi1,Ps，… Ps} 中 任意 二 点 Pi,P;， 都 有 确定 的 方 同 Pi 王 Pi( 或 pj-> 
p;)。 求 证 已 知 的 反 集 存在 一 种 排列 

Lp;,, Di,s yp Pin j=La] ,9, ,0 ., 

能 成 立 连锁 定 问 关系 ，01 一 4, 一 494s 一 "一 0,。 

B-7。 设 [44,04;,… 0s] 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 , 阁 ai; 之 9i 
对 于 所 有 的 j 过 i 都 成 立 ， 则 称 4; 是 此 排列 的 一 个 “大 ” 数 。 试 计 
算 全 体 n! 个 排列 中 所 有 “大 数 的 平均 值 。 


解答 
A-1。 本 题 可 用 纯 代数 方法 论证 划 下 ， 


* 2Z70° 


用 二 二 


SCn+ 2)= > fn+2- j,i) 


j= 
=/jCn+t1,D+ > {fm+t1l-i))+fmn+2~i,i~- 1) 
= 多 
+ fnt+1—ji,j—1)}+f/(l,n+1) 


-jjor D+ Sri, 
j=2 


全 一 站 人 一 1 
+ 人 > fntr1-k,k) + GD > fn—k,k) 
p=1 hh=1 


=SCn+1)+SCnt+1)+ Sn). 
其 中 第 三 步 后 两 个 和 式 中 使 用 了 代 换 j=k+ 1 及 两 个 明显 的 学 
式 
fn+t+1,1)=f0n,1), fn+1)=1(1,n)., 
A-2。 当 n=1 时 ,VV IT=RI<w1T+1l。 结 论 成 立 。 假定 
n=k 时 ,Vk <R<vVk +1， 则 


-- ~ -一 k Kk k K 
1 
V k+l1~!1 k+l TT E+I R: vk 
= KE<w ki+l.。 


~ Kk 
因此 VE+1<ltR- “Ri<v k+l 十 ]。 


由 完全 归纳 法 知 对 任何 自然 数 n%， 本 题 结论 正确 ， 
A-3。 令 b=| “ds 则 b 为 一 待定 常数 。 本 题 随即 化 为 


普通 的 线性 方程 
uC) ut) +b, 
其 通 解 为 &C1) = -b+Ce'，C 为 任意 常数 。 
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由 初 值 条 件 及 8 的 代 换 条 件 可 得 
WuW(0)= -b+C=1, 


bp=| Cb+Cedds= -b+C(e~ 1), 


据 此 解 得 9=- 一 -+，C=- 和 


3 一 e 3-e" 


3 一 E 


即 为 本 题 所 求 的 唯一 解 。 
A-4， 依 题 意 需 解 下 列 不 等 式 组 
2A~>~-A+B>A+rC >?2B>B+C>A+D> 
2C>B+D>C+D>2D, (1) 
显然 可 见 A4>>B>>C>D, 令 
A=B+a, B=C+B, C=D+yY, 
则 c,8,y 背 为 正 数 ， 
在 (1) 中 第 一 、 二 、 四 、 八 、 九 个 不 等 式 ,都 是 A 二 BC> 
了 的 推论 ， 而 第 三 、 五 、 六 、 七 个 不 等 式 可 以 化 为 
a>B, r>a, +h>7r, TY 有 
其 中 第 四 个 不 等 式 可 由 第 一 、 二 个 推出 。 再 令 
C=B+0, Y=0+€, 
则 6,e 皆 为 正 数 ， 并 且 c+ Bp>>Y 可 化 为 B>e。 又 令 B=e+56， 则 6 
为 正 数 。 于 是 | : 
C=0+e+E, B=E+6, Y=0+22+6, 
进而 推 得 4=20+ 4e+ 36+D， 
B=0+3c+26+D, (2) 
C=0+2£+C+D, 
在 (2) 中 ，D 可 取 任 意 实数 ，0,s,6 可 了 到 任意 正 数 。 由 上 面 
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的 推导 过 程 可 知 ， 等 式 组 (2) 即 为 不 等 式 组 (1 的 通 解 。 
注意 当 4 ,B,C,D 毕 为 整数 时 ，2,B,Y,0,2, 亦 必 背 为 整数 。 
为 了 确定 (1) 的 最 小 正 整 数 解 ， 只 人 须 令 D=0=e=6=1, 即 可 求 
得 。 
A=10, B=7, C=5, D=1. 
A-5。 由 定义 知 4XxM 扼 阵 M= (ii) 的 行列 式 的 展开 式 为 
DD, EID mi m2 ain 
其中 T=(j jo 
表示 {1,2,… ,nn} 的 所 有 排列 e(ID) 等 于 + 1 或 - 1， 册 II 为 偶 排 
列 或 奇 排列 而 定 。 依 题 意 知 ， 当 且 仅 当 II 的 排列 中 有 “不 动态 ” 
( 即 至 少 存在 一 个 产 = 切 时 ， 行 列 式 的 展开 式 中 对 应 项 为 零 ， 于 
是 本 题 化 为 求 工 的 排列 中 没有 不 动 点 的 排列 个 数 问题 。 设 和。 为 


所 求 的 结果 ， 我 们 先 证 下 列 关 系 式 成 立 ， 
A,=(n~ 1)(4， _1 十 各， -2)。 (1) 


令 B, 为 H(】 辽 “… ) 中 没有 不 动 点 的 排列 个 数 ， 则 易 知 


A.=(n~ 1)B,. (因为 排列 中 1 下 面 的 2 可 分 别 用 3， 0 代 符 ,7 
为 了 求 得 计算 B. 的 表达 式 ， 可 分 两 种 情形 考虑 ， 


Gn 1 js) 


Gi) nm(l 7 1), jl 


js° 


在 情形 (中 ， 易 见 没有 不 动 点 的 排列 个 数 为 A，,，，。 
在 情形 (让 中， 车 删 去 I 中 的 第 1 列 ， 同 时 将 第 k 列 下 面 的 1 
改 为 2， 则 易 见 辅助 排列 


ss/2 3，… 大 1 
u js jj) 
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中 不 动 点 的 排列 个 数 为 A,-:， 并 且 工 "与 (中 的 II 成 一 一 对 应 
关系 。 
综合 (i)，(ii) 两 种 情形 即 证 得 关系 式 (1) 成 立 ， 
A,=n- 1)B= (0 一 D(A,1+A,..,). 
对 (1) 施 行 变 换 委 ,=n1C;, 可 得 
niCs= nm— 1)n~ 1)1Cr1 + (1 ~ 1)1C,-2。 


化 简 得 Cs Cs-1 = 一 二 (C11 一 C2)。 


由 迭代 法 推 得 
Go (Dae 
_《—1)" 
=- C2) 


其 中 应 用 了 明显 的 关系 式 41=0， C1=0 A,=1,C, = 二 
对 (2) 施行 求 和 运算 即 得 
c.= 卫 CD 二 —>A,=n1 DC ， 


He 计 到 和 


A-6。 国友 阅 区间 上 连续 的 国有 证 这 到 它 的 要 ( 极 
小 ) 值 ， 并 注意 到 非 负 函 数 c(z7 的 上 办 小 于 1。 据 此 即 可 判别 下 
列 五 个 命题 都 是 等 价 的 ， 


& 一 maxftp(z) + alr)u), 《17 
必 二 和 革 二 | 
Vr, Ub(r) +a(ru. / (2) 
Vx, [1- a(r) ju>0(72), (3) 
b(xY) 
Vi, La) (4) 


DrKz) 
esel ll- a(r)” (5) 


在 (2)， 《3)，(4) 中 部 至 少 有 一 个 ?能 使 等 号 成 立 . 

据 上 所 述 ， 不 需 附 加 任何 条 件 ， 方 程 (1) 恒 以 (5? 为 其 唯一 
解 。 

A-7。 我 们 有 


依 题 意 ，V9， 和 欲 选 择 p= pCq) 使 | pp =- 9a | 达到 极 小 值 ， 那 
末 这 个 极 小 值 将 依赖 于 qa 除 以 5 的 余数 而 定 。 当 4 变 动 时 ， 由 于 
0，1 互 质 ， 故 可 令 qga 关 于 模 2 的 完全 剩余 系 为 ~C+1, -C+2， 
…， 一 1，0，1，…，C- 1，C。 其 中 C=0/2(C0 为 偶数 )。 我 们 
算出 下 式 的 和 以 备 应 用 ， 
CO* 


了 cC-1+C+C- CL 
FC0t1+2+" “+ 1l1+C+ 1 二 十 1) ew 


人 0<sS<p， 则 
by 十 3 


-28|-ri+D 


br 十 


注意 当 a 从 1 1 次 动 到 br 时 ， 计 有 ? 次 通过 上 述 之 完全 剩余 系 
(mod b)， 若 *= 0 则 上 列 等 式 右边 的 和 号 消失 。 


再 注意 p(4) 是 最 邻近 于 号 -的 非 负 整数 ， 故 有 


Po 一 _ 44 < 一 二 
a|2 | | bl ~ 2° 

1 lp 0a -| < 2=- 2|| 
了 大 a- Zr-3||- 人 之 q b&b 
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S$ 
< +ssu |2-2|<3:<3 S36. 


3 
48“ 


1 1< 1p 
一 | 节 - 二 了 o- 


C 


>lim 区- l 


4 


B-1, 我 们 有 


nib, = Ski K)!= > (~ 1)1(n—k+1)1 


A=1 


-一 > 2n1b0,. =01n1+ > [kln— KR)! + Ck 1)1n—k+1)1) 


A=1 


+ni0! 
=2n1 + (nt1) > kK- 1)1n—k)! 
= 1 
=2n!1 + (n+1)[Cn ~ 1)106,-1] 


=—> b,=1+*+ib,.,. 
on 


2) 令 b,.=2+C,, 则 


nt+l1 
C, = ~ ™ Cn- » 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 nC, 志 6， 
易 知 t=1,2,3 时 (C1 =0， C,=1/2, C, ==2/3) ,结论 正确 ，。 
假定 n=k~1 时 (Kk 宇 4)， 结 论 正确 ， 那 末 
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第 二 个 不 等 式 成 立 的 理由 在 于 


kt+1 2 2 
kl1 1+ 1 l+3, (之 4)， 


由 于 0<C, 过 号， 因此 C0，6s>2， (n>00)， 


附注 ， 利 用 下 列 不 等 式 可 以 直接 证 明 


liimb, = 2, 


2 2 站 /71 
Zt bn 2tit (i) 
<2+2+6n-3) (2) ">3, 
B-2。 每 一 个 正 整数 都 可 以 唯一 地 写成 24 的 形式 。 其 中 p 


为 非 负 整 数 ， 为 该 正 整数 的 最 大 奇 约 数 。 由 于 集 S= {1,2,3， 
… ,2n} 中 的 奇数 只 有 nn 个 ， 因 此 从 5 中 任 选 n+ 1 个 数 里 面 至 少 


有 两 个 的 最 大 琳 约 数 相同 ， 令 此 二 数 为 2 14 与 2 ?4, 则 D, 三 p，， 


若 D<D，， 则 和:q4| 和 529， 
B-3。 设 如 图 76， 正 方形 4BCD 的 边 长 为 1， 三 和 FE 分 剂 是 
43B 边 和 BC 边 的 中 点 。 于 是 


[AF| =|DF| =|DE| = |CE, = 5. 


假定 正方 形 被 划分 成 两 个 点 集 S 和 T， 它 们 的 直径 都 小 于 
V5/2. 车 AES, 则 FET，DES, EET，CES。 但 是 14C 
-VvV I>, 这 与 的 直径 小 于 v 王 /2 矛盾 。( 若 4ET, 亦 将 
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导 至 与 T 的 假定 矛 层 。) 


另 一 方面 ， 我 们 可 将 正方 形 4BCD 划分 成 两 个 全 等 的 长 方 


图 76 图 77 


形 〈 如 图 77)， 其 直径 皆 不 小 于 5 /2， 

图 中 分 割 线 段 EG 上 的 点 可 任意 归属 两 长 方形 之 一 。 当 EE， 
G 二 点 分 属 两 长 方形 时 ,它们 的 直径 都 等 于 MV 5 /2, 否 则 其 中 之 
一 的 直径 将 会 小 于 5 /2。 


B-4。 应 用 具有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 索 勒 公式， 我 们 有 ， 
fz+1)=fC2) + 1 (x) + zf (x) + f(r + E(x) ), 


0<F<1. (1) 
f(t- 1)=f7) -1 (x) + 31" (7) - 
MA — 17)) ,0<n<1, (2) 


(1) +《2) 并 整理 即 得 (3) 与 (4)， 
fxz) =r+1)~ 21(7) +1(7x— 1) 


~ f(r+ECT)) + of (2 ~ 7)), (3) 
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2f Cx) = f(r+1) fr-1)- Bf (e+ eC)) ~ 


Ef" ee)). (4) 


当 X 一 0 时 ，X+5E(X) 一 2O，X 一 (7) 一 oO。 因此 
一 > limf” (2) =C~2C+C~- TE"0+E0=0. (3) 


; 1 1 1 
limf! = 一 {(C-C~- 一 .0—- 一 ,0)= 
-一 六 lim (xX) > ( 6 0 6 0) 0。 (4) 


B-5。 将 题 设 的 无 穷 折线 置 于 复 平面 上 来 考察 。 令 起 始 线 
段位 于 0，1 之 间 ， 则 第 二 段 折线 将 位 于 1，1+ 3-e" 之 间 , 因 而 
此 线段 可 用 复数 过 er" 玫 示 。 依 此 类 推 ， 第 n 段 折线 可 用 复数 


1 TY 和 bn 
pr 3)8 表示 ，。 


将 所 得 的 个 复数 相 加 得 3e -44， 此 和 (复数 ) 恰 


好 表示 折线 的 起 点 至 第 n 段 折线 的 终点 的 向 量 。 于 是 本 题 化 为 
确定 下 列 无 穷 〈 复 ) 级 数 的 收敛 性 及 求 和 问题 ， 


Flot-ne. (1) 
p 


当 0 = 0 或 2x 的 整数 倍 时 ，(1》 成 为 调和 级 数 ， 因 而 发 散 ， 
下 面 将 证 明 (1) 在 其 他 情况 下 都 收敛 。 在 证 明 中 需要 用 到 关于 
变 号 级 数 的 狄 利克 莱 收 和 敛 性 判别 法 : 


若 级 数 立 的 部 分 和 有 界 ， 实 序列 56,，b:，b5。，… 单 调 
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地 趋 于 零 ， 则 级 数 > ao,5， 收 伍 。 
令 b= 二 ，ob=e00954， 则 当 ei 拓 1 时 ， 我 们 有 


1—~ei*? 9 
Po ec Disc 
因此 1) 满足 多 利克 莱 判 别 条 件 ,从 而 成 为 收 全 级 数 《e's 二 1)， 
为 了 计算 (1》 的 和 ， 需 要 应 用 阿 贝尔 定理 
车 可 cs 收 化 ， 则 lim 卫 cir* = 卫 c。 其 中 1 为 实 变数 
”于 是 我 们 有 


Sle'e-w er 1im S10re'')s. 
令 Z=re'*“， 则 上 式 石 边 极限 号 后 的 级 数 是 复 函 数 ~10g(1 -2z) 
在 |z| <1 内 的 主 值 泰勒 级 数 展开 式 。 因 此 


SV lett 一 ei4 lim log(1—~re'*)= 
s-1P 一 1 一 0 


工 ;01 一 w) 


由 于 1 一 ef = 2sin> 0 ，0<0<27， 
且 2sin0>0， 村 (9~ 2 是 辐 角 的 主 值 《因为 ~T<3C0 7) 
<T7)， 故 有 

log (1~e'*)= log C2sin-=0) + i(0 -AX), 
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于 是 了 和 一 一 6 | log C2sin->0) + 3i(0 -7) |. 
由 此 求 得 无 穷 折线 从 起 点 至 极限 点 间 的 距离 为 


六 A oir- = = (dog 2sin1.0)* + 1 一 (9 一 邢 ) 


?=I 了 
(2) 
从 起 点 至 极限 点 的 向 量 辐 角 为 
NX—0+arg[llog C2sin=6) 十 了 (9 ~X) ] (3) 


B-6。 对 n 用 数学 归纳 法 来 证 明 。n=2 时， 命题 电 然 正 确 
(n= 1 是 平凡 情形 )。 假定 n= 2，3，….， Kk 时 ， 命题 正 确 ， 则 
可 从 K + 1 个 点 决定 的 完全 定向 图 中 任 取 一 点 0， 并 将 其 余 的 K 个 
点 关于 点 2 分 成 下 列 两 个 子 集 ， 

A={7z:7r—b0}, C= {rb->7}, 
依 题 意 知 ，4 和 C 是 两 个 局 部 完全 定向 图 。 若 A 含 有 Pp 个 把 ，( 含 
有 4 个 点 ， 则 p+ 4=k。 由 归纳 假定 知 4 中 的 点 存在 连锁 定 问 排 
列 c:-~>az~>…~a。 同 理 可 知 C 中 的 点 存在 连锁 定 加 排列 “一 
c: 一 …-~>C9 再 根据 对 4 与 C 作 的 定义 即 得 Cl->Gs 一 … 一 GO 
CIP>C2 YP Cg 
正确 性 。 

B-7。 令 0 是 一 个 排列 ，Ni(c) = 1 表示 0 的 第 1 个 数 是 大- 
数 ，Ni(o) = 0 表示 0 的 第 ;个 数 不 是 “大 ” 数 。 十 从 1 到 "的 


全 体 nl 个 排列 中 ，Ni(c) 的 平均 值 应 是 一 一 一 一 。 因 为 4; 前 


了 及 一 
面 的 #~ 1 个 数 共有 P ”种 排 法 ， 而 每 一 排 法 后 面 都 可 以 从 剑 
下 的 ni+ 1 个 数 中 选 出 一 个 最 大 的 排 在 第 i 个 位 置 。 由 此 可 得 
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SD NO) =nCn ~ Dn ~ 2) Cn it 2) ni)! 


令 i=1，…,m， 即 得 本 题 所 求 “ 大 ” 数 的 平均 信 为 


1 1 1 1 
tatanst+ 十 可 十 1, 
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二 午 试题 


A-1。 设 ?为 正 整数 。 求 证 z"* zx "可 以 表 成 x ~x 的 实 系 
数 多 项 式 的 充 要 条 件 是 ?为 奇数。 

A-2。 设 复 平 面 上 一 正三 角形 的 两 个 顶点 分 列 古 2: 和 za。 
求证 第 三 个 顶点 是 ~0z1 -0 z:。 其 中 6 是 1 的 虚 立 方 根 。 

A-3。 设 ?为 任意 复数 ， 求 适合 下 列 等 式 的 复 函 数 j， 

f(z2) + zf(1—2)=1+2%, 

A-4。 设 1(z) 与 8(x) 是 定义 在 全 体 实数 上 的 两 个 实 函 数 ， 

求证 存在 两 个 实数 z: 与 z:， 满足 下 列 三 个 人 不等式 : 


0 二 Tl1， 0 二 7X; 硅 1， ba 一 f(x:) — gC(T,) > 


A-5， 沿 水 平 直 线 方向 飞行 的 一 具 麻 短 正 上 方 50 喘 处 有 一 
只 疡 ， 正 下 方 100 中 处 有 一 只 唐 。 蕊 和 鹿 一 起 向 着 麻 省 飞 去 捕 
食 ， 并 同时 到 达 捕 扣 目 标 。 已 知 庆 的 飞行 速度 是 麻 稚 的 2 售 , 问 
三 只 鸟 各 飞行 了 多 远 距 离 ? 鬼 的 飞行 速度 是 多 少 ? 

A-6， 设 m,n 是 大 于 1 的 整数 ，cl，…，9qon+1 是 实数 ， 求 
证 存在 mt 个 nxn 知 阵 A1,…，A 和 A»， 满 足下 列 两 个 条 件 ， 

Ki) DetCA)=0, j=1, 1 ,ms; (ii) Det(Al+'''+A.,) 


e Z82 0* 


一 Cn+le 


A-7。 设 /在 闭 区 间 [a，0b] 上 有 连续 一 阶 导数 ， 且 当 xE 
[a， 了 0 时， 不 成 立 连 等 式 f(7)=f'(x)==0。 求 证 ， 在 [a，61 上 
存在 一 个 有 连续 一 阶 导 数 的 函数 9， 当 zE[c，2] 时 ， 恒 成 立 
fg’ ~ 9>0。 


下 午 试 是 


8-1。 设 X,Y 的 正 半 轴 上 各 有 个 和 ?个 定点 。 在 此 m 及 n 
个 把 中， 每 两 扎 连 一 线段 ， 如 有 果 每 三 条 线段 不 共 反 ， 试 确定 所 
连 全 体 线 段 交 点 的 个 数 。 (不 包括 线段 的 闪 氮 ,) 

B-2。 设 2 为 任 一 正 实数 。 求 证 2 可 用 无 穷 多 种 方法 选择 以 


下 序列 的 项 表 成 收 敏 级 数 的 和 。 
1 1 .1L 
10°” 20” ”107” 


8B--3。 试 举 出 一 个 从 [0，1J 决 射 到 [0, 1] 的 连 庄 函数 1(7)， 
对 于 每 一 个 x 的 值 都 有 无 穷 多 个 函数 值 与 之 对 应 。 
B-4。 已 知 下 列 5x 5 证 阵 
[11 17 25 19 16 
24 10 13 15 3 
12 5 14 218 
23 4 1 822 
| 620 721 9|， 
试 从 这 个 矩阵 中 选 出 5 个 元 案 ， 使 得 它们 任何 两 个 都 不 位 于 相 
同 的 行 或 列 ， 并 使 其 中 最 小 的 一 个 有 尽 可 能 大 的 值 。 证 明 你 所 
选 答案 的 正确 性 . 
B-s。 已 知 两 直线 方程 ， 
，283 。 


(i) z={+1, y=2t+4, 2= -3t+5; 

(ii) z= 4t—-12, Y= -t+8, 2=t+17, 
求 与 此 二 直线 相 切 的 最 小 球面 方程 。 

B-6。 设 正 无 理 数 > 与 y 满 足下 列 等 式 


求证 两 序列 [ZJ， [27]， …，[LYZ]， 和 与 [yl， [2 所， …? 
EL]，… 
合 在 一 起 恰好 不 重复 地 构成 目 然 数 集 。 记 号 [ ”J 表示 不 超过 其 
内 所 含 数 值 的 最 大 整数 。 
B-7。 设 户 对 每 个 正 整数 4 都 是 4 个 实 变数 的 实 对 称 函 数 ， 
且 对 一 切 % 及 任何 4+ 2 个 实数 zi ,zsrly8 满 足下 列 三 个 等 式 : 
fr CT ty Tt Y= falTi TR) + Ys (1) 


(一 Zi 一 0n) 一 一 六 (zl ,Tn); (2) 

六 CC Xn) ss fn Ti, Tn 7 Tn+1) 一 
、 fnr1CT1s Tn) (3) 

: 

jz 一 一 CC 二 和 二 2 。 (4) 


解答 
A-1， 令 z=z-z-!。 车 有 实 系数 多 项 式 P,(2) 满足 等 式 


rz"—7 "=P,(z), 
则 P,(z) 中 2 的 系数 必 等 于 1， 比 较 上 列 等 式 两 边 z" 的 系数 , 因 
为 ~zZ "=( 一 2?)-*， 所 以 1 必 为 奇数 ， 必 要 性 获 证 。 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 充 分 性 。 
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易 知 n= 1 时 ，P,(z) = z， 命 题 正确 。 
假定 n=3,5,…,2k ~ 1 时 Ck 之 1)， 命 题 正确 ， 那 么 由 
(72 4 2) Ch Tl) tl hl 
3 一 2 
可 得 (22 二 2)P: (2z)=Z2htl 一 72 十 了 3s(2z)7。 
车 定义 Pir 1 Cy) = Cy’ + 2)P,s 1 CY) — Por.a (yy), 
则 有 PsiriC2)=7 YY 2 
即 4= 2K + 1 时， 命题 正确 。 也 就 是 说 ，? 为 任意 正 奇 数 时 ， 
rz" 一 2 "都 能 用 x -xX-! 的 实 系数 多 项 式 表 示 ， 
A-2。 依 题 意 ， 令 正三 角形 的 第 三 个 顶 护 为 2s， 则 


Zs—2Z + 
< 3 1_ je 8 
2 一 和 1 
易 知 = 一 1，a? 一 g+1=0。 从 而 可 得 
z,= (1-4a)21+022 = -0:21-0:22 = 一 021 一 0 22， 


其 中 6 =a?=e*"'3 是 1 的 复 了 立方 根 之 一 ， 
因为 给 年 21!，?: 后 ， z, 有 二 解 ,所 以 车 取 @ =a*=e *"'’， 
即 得 另 一 和 解 2s= 一 0°21 02,， 


A-3。 我 们 有 
f(2) +2f(1 -2)=1+2, V2, (1) 
在 (1) 中 将 z 换 成 1 一 2 得 
f(1-2)+(1~-2)f(2)=2-2, (2) 


由 (1)，(2) 消 去 /(1 一 2) 得 
(1—2+2:)/1(2)=1-2+2°。 
因此 ， 当 1-2+2z” 记 0， 加 ze 时 ， jz2) 一 1。 
i ag=ei*/s, 则 a=e-i"/s, gta=1, og=1, 
仿 f(a)=14+B，f C0)=1+Y，2z=Q， 则 (1) 化 为 
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8-aY= 10。 


于 是 Y= ~ cp8， 其 中 6 可 取 任 意 复数 。(z= < 时 亦 得 同样 的 结 
果 ,) 
因此 所 求 满足 等 式 (1》 的 复 孙 数 /是 
f(0)=1+B, vB; 


f(a)=1- op, vB; 


f(2)=1, Ze » 


A-4。 我 们 有 
l= |(1~-f(1)~9(1)) + (fC(1) + 9(60)) + 
(fC0) + gC1)) ~ (fC0) + gC0))| 
<|1~-/f()-9C01)| + 1/0) +g9C60)|+ 
|fC0) + 901)| + |fC0) + 900)1, 

上 式 最 后 四 个 绝对 值 中 至 少 有 一 个 不 小 于 1/4。 因 此 在 (0， 
0)，(0,1)，(1,0) 及 (1,1》 中 ， 至 少 有 一 点 的 坐标 满足 本 题 
求证 之 三 个 不 等 式 ， 

A-5。 因 题 意 没有 特别 指明 ， 
故 可 假定 三 种 鸟 都 以 匀速 飞行 。 0 
我 们 先 作 一 般 的 考虑 ， 

设 疡 的 飞行 速度 为 ， 腾 泛 
的 飞行 速度 为 rr，0<r<<1。 

假定 麻 汕 从 〈0，0) 出 发 ， 
沿 z 辅 正身 飞行， 经 时 刻 t 后 位 图 78 
于 (rot，2) 处 ， 辑 从 (0,) 出 发 《如 图 所 示 ，j> 0)， 经 时 
刻 上 后 位 于 〈z, 思 7。 依 题 意 ， 后 者 的 飞行 方 问 始 终 正 对 前 者 。 
因此 有 
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(0,0) 


dx/dt rvt~x 


多 知 当 y 非 负 时 ， 便 有 5 rs0。 取 2% 作 目 变 有 最，(1) 即 化 为 


yt (2) 
因 v 为 常数 ， 故 有 
dx dy 
V (和 ) + (时 ) = 一 V( 开 ) +1 -53 
(3) 


等 式 左边 冠 以 负 号 ， 是 由 于 dt/dy<<0, 
对 (2) 两 边 微 分 得 

d27 dz dr dt 

dy dW dy dy 


将 〈3) 代入 即 得 
yr (经 ) +1 。 


令 z2=4z/dy， 则 得 一 阶 微 分 方程 


y 


dy dz 

22 /TT 一 1 一 二 = 一 一 一， 

Yay y V1l+t+22" 

解 得 “riogy=log(z+w1+z2) +C。 (4) 
注意 y=h 时 ，z=dzx/dy=0， 从 而 有 C=rlogh.。 


《4) 可 化 为 
(元 / 一 之 十 V1l+t+2?, 


解 出 z 得 
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2 -(¥). (5) 


再 由 初始 条 件 z= 0，y=h 即 可 求 得 (5) 的 解 ， 
hn y 1 + h 1 一 # rh 
1+r Tr CK) | 17 (hn) + 


27= 
h 


(6) 
其 中 > 0。 
当 y->0 + 寺 ， C0) (5) 及 (2) 可 得 


YX 一 > -一 一 0, XT-rvt->0, 


rh 
一 7 J 
因此 ， 志 经 过 时 刻 1 一 0 二 5 :到达 位 置 (了 二 ，0)， 经 过 同 


一 时 刻 ， 麻 和 淮 与 瓯 飞行 的 路 程 分 别 是 
rh 上 h 
1l-r? ~ 1~r:° 
现在 回 到 本 题 的 数值 计算 上 来 ， 
按 鹿 的 出 发 位 置 , 可 取 !% 轴 的 下 方 为 正身。 因此 有 有 = 100 呢 ， 
三 1/2。 麻 省 飞行 的 路 程 为 200/3 员 , 庆 飞行 的 路 程 为 400/3 跑 ， 
关于 玖 芍 飞 行情 涡 ， 有 =50 呐 ，r 可 由 下 列 方程 确定 
-人 —> r= 3+ (会 去 负 根 》 
吕 抽 飞人 -速度 (是 及 尖 的 1/? 售 ) 可 以 表示 为 
vi(3+ V73) 
“二 16 
其 中 v ,是 讶 的 速度 . 


三 只 鸟 飞行 的 时 间 都 是 3 ， 而 磨 的 飞行 路 程 为 


AOL2LUI。 
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400 3+w73 


3 16 一 完 96.2《 吕 ) 
A-6。 令 
CI 0 a, bb 
1 1 0 1 
1 1 A = 1 
1 y 1 9 
Gi 
1 
A,= 1 1 一 3，4，…， TY 
、) 


矩阵 中 没 写 出 的 元 壳 都 是 零 。4: 中 的 0 是 待定 常数 。 易 见 
det(C4iD) = ay =1，2，…，1， 且 有 
s b 


1 m 
A, + A + "+ An = 


其 中 s=ai+as+…+an。 由 此 可 得 
det(Al+Ast+:+ An)= (sm- bm , 

于 是 取 6=sm- ant1m "+? 

即 可 得 命题 求证 之 结论 。 

A-7。 设 /:[a，0] 一 R 是 有 连续 导数 的 函数 ， 且 f 与 f' 在 定 
义 域内 同一 点 不 同时 为 零 。 令 S$S= {Zz:f(7) =0}， 则 S 必 为 有 限 
集 、 否 则 5 中 就 会 有 一 个 从 点 x。€ [a，6], 使 得 S 中 的 一 个 点 列 
{Ts} 成 并 CY,>ZTo， 且 Xo 天 Xo。 由 f(x0)= 0 及 f 的 连续 性 可 得 


De 


f' C(x) = lim He /E00., 

这 与 题 设 条 件 予 盾 。 

由 于 了/ 在 S 集 上 不 为 零 ， 故 可 找到 一 个 多 项 式 h， 使 得 
《XY)hCx) = ~ 1， 对 于 所 有 的 ES 都 成 立 。 令 

ge(Z)=ZCZ) + ChCZ)， 
- W(X)= fr) 9 (7T)— f(T)9.(7) 
= (fr) te ON’ CX) ~ fTINCE)), 

其 中 c 为 某 个 正 数 。 我 们 来 证 月 ， 对 于 充分 小 的 正 数 c<，w, 在 
[ce，b5bj 上 和 恒 取 正 值 ， 从 而 9. 即 为 所 求 的 函数 ，。 

当 7 ES 时 ， 显 然 有 fh -了 hh=1>0。 由 fh/ ~ fh 的 连续 性 
知 ， 在 集 T 二 S 内 亦 有 fh -fh>0。 其 中 T 是 [a，6j] 上 的 一 个 
适当 的 开 集 ， 再 者 ，| fh ~ fh | 在 [a，0] 上 有 界 M。 在 紧 集 
[a，b]-T 上 ，f: 之 e>>0。 因 此 车 ce 满足 不 等 式 0<c<e/M， 则 
当 z E€ [6o，501 一 工时 有 

Wz) FL) ~ ec If OXIh CL) ~ f CXRhCT)) 
>E~ cM>0., 
当 zX ET 时 有 
WT)PCFTMR CX) ~ HXNhX)) >0, 

总 之 ， 在 [ec， 妇 上 恒 有 WwW->0， 从 而 9. 即 为 所 求 之 函数 。 

B-L。 在 X 及 Y 轴 上 各 任 取 两 点 连 成 一 凸 四 边 形 ， 其 对 角 线 . 
的 交点 必 在 I 象限 内 。 反 之， 所 连 一 切线 段 的 交点 都 可 用 此 方 
法 得 到 ， 依 题 意 ， 在 I 象限 内 无 三 线段 共 点 的 情形 出 现 。 因此 所 
连 线段 的 交点 都 是 唯一 确定 的 ， 其 总 数 应 是 

(3) 0) = . 

8B-2。 我 们 来 证 明 更 一 般 的 命题 , 设 c 为 任 一 正 实数 ,a(1)， 
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GCC2)，…， aCn), … 是 任 一 满足 条 件 wA-> ce 时 ， a(n) 王 0 的 正 数 
序列 ， 上 且 级 数 


Le 


>, a(n) (1) 


圭一 1 


发 散 。 那 么 存在 无 穷 多 的 严格 递增 正 整 数 序列 41，1z。，… 使 得 


> a(ni) 一 Cs 


令 K 为 适合 Ga(K) 一 c 的 其 个 整数 。 和 定义 Pi =k，n, 是 使 s(n1》 
+ as )<c 成 立 的 最 小 整数 ，…， 一 般 地 ， 玉 是 使 下 列 不 等 式 
成 立 的 最 小 整数 ， 
an) +an)d + + a + aan) <C。 
因 n-> 吕 时 ，aC(n)->0， 基 上 面 定 义 的 序列 ni} 必定 存在 ， 并 且 
正 项 级 数 


qd 


之 oni) (2) 


中 一 也 
以 c 为 其 上 上 界 。 现 证 其 和 等 于 c。 
ye> 0， 选 取 p>>K， 使 对 所 有 的 ?> 成立 a(n)<g。 由 (1) 
的 发 获 性 知 ，(12 内 有 无 穷 多 的 项 不 在 (2) 内 出 现 。 设 94>>p， 对 
任何 i 都 有 ni 了 4 因 r,<4q， 故 Ar>co 有 时， 必 存 在 足 码 六 能 使 
pr-1<g< 侯 ， 且 有 
G(R) +a(n) + + -i++0C09) 之 C。 


于 是 c~ Tan) <alg) <e， 
此 不 等 式 琢 明 (2) 收 化 于 c。 
由 C2) 的 构造 可 知 ，n i 可 从 (1) 中 任 一 0(K) < 过 ec 的 Kk 开始 ， 因 
此 在 (1) 中 存在 无 穷 多 种 选择 ， 能 使 (2) 收 敛 于 c。 
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令 a(n) = 于 即 得 本 题 求证 之 结论 ， 


B-3。 我 们 知道 ， 著名 的 皮 亚 诺 曲 线 即 可 作为 存在 连续 满 

映 喘 
g:[0, 1]~—>[0, 1] x 50, 1] 

的 一 个 例子 。 

下 面 再 举 一 例 以 示 一 斑 ， 

先 用 一 无 穷 三 角 级 数 来 定义 一 个 几乎 满足 本 题 要求 的 通 
数 。 然 后 对 其 稍 加 变形 即 得 完全 符合 要 求 的 函数 。 

选取 P， 使 0<p<1， 并 令 


h(x) = (1-p) > plcos(3 Axx), TELO, 11, 


R=1 
此 级 数 以 (1 ~- 了) Pp ! 为 其 强 级 数 ， 因 此 hh 连续 ,有 目 pz)| <<1, 
易 知 当 且 仪 当 X= 10， 1/3, 27 3， 1 时 ， 才 有 [PCz) = 1， 妈 有 (0) 


=h (2/3)=1, nl/3)=h(1)= ~1, 下 面 证 明 h 在 (0， 3)U 


(二 ， 忆 )U (全 ，1) 内 的 每 一 点 都 可 取 无 穷 多 个 不 超出 闭 区 间 


L ]， 1 的 函数 值 。 令 
h(xz) = h(x) + R(X), 


其 中 hx)=(1~p) > Pp !cos(3 a), 
h=1 


R,(x)=(1-p) > pcos(3" xz), 
户 二 攻 


设 4 EC -1，1)， 则 存在 一 个 正 整数 9， 当 n 之 4 时 ， 能 使 
h.C0)>a>h,(1), 
且 对 任 一 固定 的 n( 宇 9)， 存 在 某 个 
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能 使 h( 1,) = 
VX, 我 们 有 


首 一 1 
[Ih Ce) SC1-p) > 及 1131 福 3 A 
n=-1 
由 此 可 推 知 ， 知 
ke- 吉 < 过 PCI- 2p)3- 1， 


则 ha Cx) ~ a) <p'(1 -27p)., 

由 cos (3"xx) 的 周期 性 知 ， 在 每 一 长 为 2:3 ”的 区 间 上 ， 
hz) 的 第 nn 项 (1-D) pm~1cos(3*rz) 的 值 在 -(1-D)B 与 
+(1~-D)p 1 之 间 据 动 。 而 [Ri CZ)| 关于 pp" 一 致 有 和 界 。 因此 ， 
R,(zx) 的 值 在 每 一 长 为 2'3-" 的 区 间 上 至 多 是 在 ~ (1- 2p)2P” 
与 + (1 ~ 27)p"! 之 间 据 动 。 令 


A, = [的 长 |>| (+) apy | 
其 中 [ ] 玫 示 不 超过 其 内 所 含 数值 的 最 大 整数 。DS[0，1]， 1 
的 长 > 十 p(1- 2p)3-" -1 。 则 在 1, 所 含 4, 个 不 重生 子 区 间 的 
每 一 个 内 ，h=h,+ R, 取 值 4 至 少 一 次 ， 从 而 在 1, 内 取 值 "至 少 
,次 ， 因 n 可 以 任意 大 ， 当 (4p)"-> 吕 时 ， 即 有 

velo, Du 2)u(E, 


能 使 C(x) =2。 其 中 4 可 取 (C 一 1，1) 上 的 任 总 值 。 
最 后 令 
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， T+1 
f(x) = sin (2n({- 0 )), 
即 得 完全 符合 本 题 要 求 的 函数 表达 式 。 
B-4。 因 为 矩阵 的 边线 只 有 四 条 ， 所 以 依 题 意 从 边线 上 最 
多 只 能 选取 四 个 元 素 。 从 而 至 少 要 从 给 定 矩 阵 的 中 心 3x 3 子 抱 
阵 中 选取 一 个 元 宗 ， 易 见 这 个 元 素 的 最 大 值 是 15。 再 从 矩阵 的 
四 条 边 绥 上 选取 25，18，23，20 即 可 。 事 实 上 , 当 15 选 定 以 后 ， 
在 第 三 列 必 须 选 取 25， 在 第 三 行 必须 选取 18， 最 后 在 第 四 ， 五 
两 行 必 须 选 取 23 与 20， 这 样 选取 的 五 个 元 素 是 符合 本 题 要 求 的 
附 一 解 ， 
B-5。 用 1!，m 表 示 两 已 知 直线 , 由 题 设 数 据 易 知 1 与 m 异 面 ， 
从 而 存在 唯一 的 公 重 线 PQ， 垂 足 P 在 ! 了 上， 和 恒 足 & 在 mm 上 上 。 以 上 台 
为 直径 的 球面 即 为 本 题 所 求 的 最 小 球面 。 
[与 m 用 含 参 数 1 的 向 量 表达 式 分 别 为 
atitb 与 b+ +1. 
GO POPn， 


. ”PO=pp x wD， 其 中 p 是 待定 常数 . 
令 到 + 0D 与 B+T720D 分 别 表示 P?，Q 二 点 (0，7 为 待定 常数 )， 则 


PO=B-a-ov+ TD. 从 而 得 出 

a—-bD= -pVXID)-0P+7r. (1) 
由 于 好 ， 酝 ， 了 ，20 尼 为 已 知 向 量 ， 且 DX 325，VD，?D 线性 无 
关 ， 故 p?，0，7 可 以 求 出 。 于 是 所 求 球面 的 中 心 是 


a+ovD+ sp(Dx Ww ), (2) 
半径 是 去 网 ,四 xzp| 。 (3) 


由 题 设 条 件 知 ， 
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d={1,4,5}, B={— 12,8,17}, 
VD={1, 2, -3}, w={4, -1, 1}.。 


-> 2XaD={-1， -13,， -9). 
147 ,782 _ 657 
由 (1) 解 得 p= 251” “一 251’ "~ 251° 
和 
由 (3) 求 得 球面 半径 的 平方 为 
1 » 147? 
4 四 xx 了 | =-00r: 
最 后 得 所 求 球面 方程 为 
(5027+915)? + (502y 一 791) + (5022 ~ 8525)° 
=251°.147?, 


B-6、 易 知 +>>1,y>>1。 因 此 题 设 的 两 个 序列 的 前 一 珊 汪 让 
邻 的 后 一 项 的 差 数 大 于 1。 从 而 得 知 整 数 序 列 


[Z]j，[27]，[32Zj，…， [HZj，… (1) 
[yj, [2y], [3yj, > EL， (2) 
都 是 严格 递增 的 。 


假定 存在 基 个 整数 Pp 在 (1) 与 (2) 中 重复 出 现 ,那么 必定 存在 
两 个 整数 4 与 06， 使 得 
p= [az]= [6y]. 
-> p<arx<pt+1, P<ay<p+1, 
(因为 cz 与 ay 都 是 无 理 数 ， 所 以 上 列 不 等 式 严格 成 立 ,) 由 此 推 
得 矛 指 的 不 等 式 组 ， 
= 三 二 让 <otb< p+ D1 -pl 


有 此 在 (与 0) 中 雇 不 人 出现 相同 肛 蜂 玫 
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再 假定 存在 某 个 整数 了 在 (1) 与 (2) 内 都 不 出 现 ， 那 么 也 会 


存在 两 个 整数 与 p， 使 得 
ax<p<p+1l<(a+1)7, 


by<p<p+1<O+1y, 
1 1 ootl, b+r1 
D+l p+]l 


DG b 
由 此 推 得 二 + 万 < 元 yy 
-> a+b<Pp<p+1<a+b+2. 
这 也 是 矛盾 的 不 等 式 组 。 因 此 本 题 论断 正确 。 
B-7。 由 (2) 可 得 f1(0) = -了 f1(0)， 故 有 
f1(0)=0., (5) 


再 由 (5) 和 (1) 可 得 
fi1(7)=f.00)+r=7, 


此 等 式 表 明 (4) 对 于 n= 1 是 正确 的 
对 任何 整数 n>>1 及 任 一 实数 c， 由 f;: 的 对 称 性 质 及 (2) 可 得 
fre, 0, 1 0, ~c)=f,(~c, 0, *…, 0, ¢) 
= 一 flc, 0,.",0, 一 C)。 礼 
frCc,0,. 0， 一 C)=0。 (6) 
假定 t=K 时 ，(4) 正 确 ， 则 由 (3) 可 知 
fii Ti Tes T+1) 


具 依 赖 于 T4641 及 X11 十 … + TWh。 车 令 01 Gs 二 Gp41 二 0， 则 由 


推导 (6) 的 方法 可 以 推 得 
frriCai sd2»° ‘sp44 1) = fos 1( ~ Gp+ 1 ;0°*°,0, G81) 
= 0。 (7) 


VIL ST2 9 AR19 令 Qi=2Xi 一 尼 ， ti=1,2,:* “上 十 ls 


其 中 Ww 为 XY1，X,，。…， z+ 1 的 算术 平均 值 ， 则 易 知 


G1+as+ + Ot1 = 0。 
由 (1) 与 (7) 即 可 推 得 
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fir wisTa ss Te) = fari CayG2 0841) + UW, 
这 就 证 明了 hn=kK+ 1 时 ，(4) 也 正确 。 因 此 (4) 对 任意 正 整 数 ?% 和 都 
正确 。 


第 二 十 一 届 (1960 年 12 月 3 日 ) 


上 午 试题 


A-1。 已 知 # 为 正 整数 ， 试 确定 下 列 方程 中 有 序 正 台数 对 
(x ,Y) 的 解 的 个 数 ， 


CY 
r+y 


A-2。 求证 在 单位 闭 正 方形 内 任意 三 点 中 至 少 有 两 点 间 的 
距离 不 超过 6 -~ 2 。 
A-3, 设 11 ,t,t ,t,t6 为 实数 ， 求证 


5 : 8 
5; (1~ texp (5 t,)<er ， 
1=1 Fk=1 


A-4， 设 如 下 图 ， 已 知 平面 上 有 两 定点 P，@ 位 于 定 百 线 
的 一 侧 。 试 求 第 三 点 R， 使 得 PR+ RO@+RS 取 极 小 值 ， 其 中 RS 
直线 L，5 为 垂 足 ， » 

A-5， 设 (x) 是 对 任何 一 
个 实 系数 多 项 式 g9(z) 都 成 立 等 
式 f(9(x)) =9(f(7X)) 的 实 系 数 
多 项 式 。 试 确定 并 证 明 f(7) 所 s 
应 具有 的 性 质 ， 图 79 

A-6。 一 赌 徙 独自 掷 仙 。 他 规定 顽 得 几 点 记 几 分 ， 一 直 碧 
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性 
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到 取得 或 超过 预定 的 分 数 x 为 止 ， 记 P(n) 为 恰好 掷 得 总 分 n 的 概 
府 。 试 求 limP(n). 

A-7。 设 + 表示 n 个 符号 的 各 种 排列 ， I 表示 这 n 个 符号 的 初 
始 排 列 ，N(n) 表示 使 X=I 成 立 的 最 小 正 整 数 。 求 证 当 n 汪 1 时 
NGD {1 n 能 被 两 个 不 同 的 质数 整除 ， 

NCn~1) tp，n 只 能 被 质数 p 的 竺 整除 


下 午 试题 


B-1。 设 m ,nm 是 不 相等 的 两 个 整数 。 试 求 四 = me 的 全 课 解 ， 
并 证 明 求 得 的 解 的 完备 性 。 
B-2。 求 下 列 二 重 级 数 的 和 


> >, 2—3 ki—(k+))s , 


B-3。 设 平 面 上 流体 质 反 运动 的 规律 由 下 列 速度 分 量 公 式 
所 描述 ， 


CE 


dt 
dy 


~ 一 一 一 一 


dt 


试 作出 原点 邻近 的 轨 线 图 ， 并 讨论 个 别 质点 当 1->+ co 时 
的 运动 情形 ， 证 明 你 的 论断 。 
B-4。 设 有 一 首 项 与 公差 缘 为 正 整 数 的 无 穷 等 差 数 列 a， 
a +d，a+ 2d，…。 求 证 对 于 任何 正 整 数 k， 或 者 已 知 数 列 中 无 
一 项 是 整数 K 的 方 赛 ， 或 者 有 无 穷 多 项 是 整数 K 的 方 帮 。 
”BB-5。 设 已 知 一 数列 如 下 ， 
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=y+27(1- 7x’~Yy’), (1) 


20 一 0， 


qs=1+ sin(a,-, ~ 1)， 


试 计算 极限 lim 工 oi. 


B-6。 任 何 一 个 正 整 数 可 以 写成 n=2*(21+1)， 其 中 ,i 篆 
为 非 负 整数 。 令 a=e Du= 414,…a,。 求 证 6, 收敛 。 

B-7。 设 实 函 数 g(1) 与 h(t) 当 it 宇 0 时 连续 ， 且 有 函数 v(t) 
与 (1) 分 别 满足 下 列 具 有 初 值 的 微分 不 等 式 与 微分 方程 


P+ qt), v(0)=0, 

du 

Jr + Iu=h(t), uw(0)=56.。 
求证 v(1) 之 u(t)，(t 之 0)。 并 且 对 充分 小 的 i>0, 下 列 初 值 问 
题 的 解 

+ gt, VC0) 一 Cl1 
可 以 写成 


.} - 
-人 lo)—2 wilds + -fg gw ld 
-ef 


V=max [ere wi:Csds |. 
W 0 


其 中 极 大 值 是 对 任何 连续 函数 w(1) 在 某 个 正 区 间 [L0,fo] 上 确 
定 的 。 
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解答 


A-1。 给 定 和 的 方程 可 化 为 
(TZ- ny~-n)=n° 
易 见 ， 或 者 X>>n，y>n, 或 者 x<n,，y<n。 且 当 0<zx<<n 及 
0<yn 时 ，(1) 无 解 。《( 因 |x-n||1y-n|<nen=n?) 因 此 我 们 
只 须 研究 当 z -8> 0 及 4 一 1>0 时 ，(1) 的 整数 解 究 竟 有 多 少 ?为 
此 只 须 确 定 把 # 分 解 成 两 有 序 因 数 的 积 有 多 少 种 不 同 的 分 法 即 
可 。 


令 n 的 质 因数 分 解 式 为 PD! Ps …pP:*， 则 


24, 


2 8 
Ps “*:D: 


于 是 n* 分 解 成 两 有 序 因 数 的 积 的 不 同 分 法 种 数 是 C22, + 1)(2a， 
+ 1)…(2g4 + 1)。 雍 即 本 题 所 求 结 果 . 

A-2。 在 已 知 单位 闭 正方 形 内 任意 确定 三 点 ， 它们 可 能 构 
成 三 角形 或 在 一 条 线段 上 (退化 情形 )。 过 所 设 三 点 分 别 作 与 已 
知 正方 形 的 边 平行 的 直线 (至 多 六 条 ， 至 少 四 条 )， 从 中 确定 一 
个 各 边缘 通过 所 设 三 点 之 一 的 拓 
形 R， 于 是 所 设 三 点 至 少 有 一 个 cc B B 
是 R 的 顶点 。 将 R 在 正方 形 内 平 
行 移动 , 使 所 设 三 点 之 一 与 正方 
形 的 一 个 顶点 重合 ， 而 另 二 所 仍 D 
然 位 于 该 正方 形 内 。 作 这 样 的 平 
行 移动 ， 显 然 不 会 变更 所 设 三 瓜 。o A 
问 的 相互 距离 。 图 80 

设 如 图 80, 令 O 是 所 设 三 点 之 一 ,以 单位 闲 正 方形 04BC 的 


* 了 00。 


多 1 


nhn*=D 


边 04，0C 为 轴 建 立 坐 标 系 ， 记 4=w6~v 23， 则 图 Xx*+y? 
=0? 与 AB 边 交 于 点 D(1,V -1T),， 与 BC 边 交 于 点 
E( WV a:-1,1)，( 注 意 l1<a<V 2 )。 

” |DE|?=2(1~-V oi1)’ 


=2(l1~V7-4v 3)=2[1- (2~vV 3)1° 
=2(V 3 一 1) =( 6-VvV 2)°=0’, 
|DE|=a, 
假定 所 设 三 扣 的 另 二 点 为 P,8， 且 10P|，|108|]，|PQ1| 的 
长 都 大 于 a， 则 P,Q@ 必 位 于 曲 边 三 角形 BDE 内 , 但 此 曲 边 三 角形 
内 两 点 间 的 最 大 距离 为 |1DE| =a， 故 |PQ| 4， 即 上 述 假定 个 
能 成 立 。 这 就 证 明了 本 题 论断 的 正确 性 。 
A-3。 设 f(x)=(1~-z+a)e*， 则 fC(9)=0, f(a)<0。 由 
此 可 知 下 列 不 等 式 成 立 ， 
(1~7X+a)e<e", (1) 
其 中 x 与 4 为 任意 实数 ， 
在 (1》 中 令 a=0, x=t。， 则 
(1i~ts)e'' <e'=1 
=—> (1—t)e"t+(l-te)e "<(l-t)e'+e ‘<e 
最 后 一 步 系 由 (1) 令 4a=1 推 得 。 
一 -> (1—ts)er+t (1- te t+ Cl~ts)erttt 
<(1-—-ts)e'trere EE 
-一 > (1—to)e:+lh~ fa) +t (tT 
+ (1~ fs) E'stistis 


<(1-t,)e*+e rece 。 
再 类 推 一 步 即 得 
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5 14) exp( 5 ti )<e'. 


A-4。 取 L 为 + 轴 ， 令 P=(0,4), 89=(c,5)， 不 失 一 般 性 ， 
可 以 假定 c 宇 0，0<b 二 a， 取 8 关于 LIL 的 对 称 点 CQ = Cc，, ~ 5b)， 
作 直 线 PQ* 交 L 于 K 则 对 LL 上任 一 点 X， 吻 知 成 立 下 列 不 等 式 
PX + OX=PX+XO'>PO=PK+ KOQ* = PK+ OK 
仅 当 X= 时 成 立 等 式 .。( 见 图 81) 


我 们 将 无 穷 带 形 区 域 * 宇 0，0 < 过 y 志 a 划分 成 三 个 子 区 域 来 
进行 研究 ， 现 分 别 考 虑 下 列 三 种 情形 ， 

情形 I。c 筷 3 (cG-~ pp)， 即 点 CQ 位 于 闭 APO4 内 。 

情形 HI。 3 (c-2)<c<w3 (ca+p)， 即 点 8 位 于 开 
4PB4 内 或 位 于 线段 4 了 内。 

情形 III。 c 宇 VW 3 (a+58)， 即 点 8 位 于 AB 上 或 位 于 它 的 石 
边 ，( 见 图 82) 
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o(R)= |PRI + |RO| + |RS| 
=V 2+(y-a): Tv (rec) +Cy- 6b) + 1 
的 极 小 值 。 当 R 不 与 P,Q 重合 ， 且 不 在 直线 LL 上 时 ， 我 们 有 


Ol/=— ”>” + -2 
Vig2+(-0) V(r-o)i+ (02 
-0 1 -0 
多 TO Vo i 
其 中 第 二 个 等 式 右 边 的 土 1 表 示 y 二 0 时 取 正 号 ，y 过 0 时 取 负 号 ， 
令 0:=0y=0， 经 计算 知 ， 当 y<0 时 ,CR) 无 驻 点 。 当 > 0 时 ， 
XRD) 有 了 瞧 一 驻 点 : 
a+b V3 c ) 
3 2 6 大 


R= (Sab)+ 
由 于 > 0， 故 须 c<w 3 (a + 5) 
由 求 出 驻 点 党 标 的 中 间 运 算 步 骤 ， 可 以 断定 当 氮 8 位 于 图 
中 的 区 域 (0) 时 ， 过 Q 作 平行 于 384 的 直线 交 PA 于 R， 此 即 所 求 
之 驻 点 。 当 点 8 位 于 区 域 (D 或 0) 时 ， 驻 点 不 存在 。 
在 区 域 (E) 内 ， 我 们 可 以 算出 
5CR) = (ath) + sc. 
在 5: 及 cy 不 存在 的 点 ， 我 们 有 
0(Q)=60+v (aa 一 的 2 二 C2 
<a+v (a-b):+c? =0(P)., 
在 直线 LF,minoCX)=oCK)=v (ato): +e? . 
经 比较 知 0(R) 达 0(8),，0(R)<oCK)。 
因此 在 区 域 (D 内 ，R 扩 即 为 所 求 。 
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为 了 确定 在 (TD ,CI0) 两 个 区 域内 使 ?达到 极 小 值 和 的 反 的 位 
置 ， 只 人 须 检 验 下 列 差 式 的 符号 骂 可 ， 
在 区 域 ( 人 内 ， 由 c 委 3(c-- 0 可 得 


oOQ): ~-o(K):=0[0~-A44+2v (aa-py2+c2 1<0, 


因此 点 Q@ 是 使 "达到 极 小 值 的 点 。 
在 区 域 (HI) 内 ， 由 c 宇 v3 (c+p) 可 得 


0(Q): ~oC(K)’?= bb ~ dat+ 2 (9-60)*+c: 1>0, 


因此 点 K 蚌 使 0 达到 极 小 值 的 扩 。 

A-5。 设 9 为 一 常数 函数 ， 例 如 g(x) 三 a 则 f(9(7))= 
9(f(7x)) 化 为 f(a) =a。 因 为 4 可 取 任 意 实数 ,所 以 是 恒 等 映 射 ， 
即 1 (x)=x。 

A-6。 因 为 角子 每 掷 一 次 ， 册 现 点 数 的 平均 值 是 217/6， 旋 
可 猜测 当 n 充 分 大 时 ， 将 有 


2 ， 2 
nO = > lim p(n 一 一 一 。 
pn) 2 => lim p(n) 7 


我 们 来 证 明 这 一 猪 测 是 正确 的 ， 
将 一 颗 最 子 抑 次 恰好 得 到 总 数 # 点 的 概率 等 于 下 列 多 项 
式 展开 式 中 7x" 的 系数 
[Bras+ 9 +z5)] 。 
因为 抄 K 次 得 到 ?点 与 撞 ! 次 得 到 1 点 (K 关 ID 是 互 斥 事件 ,所 以 本 
题 所 求 概率 pC(1) 是 下 列 无 穷 级 数 中 x" 的 系 煞 


en 


, 
>, [Bt 十 区 2 二 + 0) | 


k= 


e S04 * 


一 6 
~ 天 二 一 一 一 一 一 一 一 
于 是 之 B x 6~ (xX+7T2+ + 2) 
~- bb 
(1~7) (T+ tt) 
~- 6 _. 
(1—~2)(6+ ST+ 47° + 3 + 274+ 725) 
2 .2 15+ 10zx+ 622 二 372 十 了 4 
一 7(1-2Z) 76+57+472 十 372 十 274 十 05 


> Z(H 
上 面 的 推 寻 纯 属 组 合 分 析 。 现 视 x 为 复 变 数 ， 并 令 
D=6+57+ 47° + 32 十 27 十 22。 
奉 Z= 1， 则 D 圭 0。 假定 x 到 1， 但 |z| 志 1， 则 
D(1 -72)=6-7—-—72:~7T Tr ro, 
一 > |DIl1~zx|>6-6l7x|=0, 
因此 厂 的 零点 位 于 复 平 面 上 的 单位 圆 外 部 ， 于 是 


PAG 


的 收敛 半径 大 于 1， 而 lim p(n) =277， 

A-7。 令 L() 为 1,2,3,…,n 的 最 小 公 倍 数 ， 则 Ln 一 1) 
[EL(P7，84=2,3，…。 我 们 来 证 明 对 任何 都 有 六 (Cn) = 工 (7) 。 

从 1 个 符号 中 任 取 ;个 作 一 z 的 ; 阶 子 排列 ， 易 见 计 N 是 z =1I 
的 充 要 条 件 。 因 为 个 符号 的 所 有 之 个 排列 含有 阶 数 为 1,2,…， 
n 的 各 种 排列 ， 记 以 NC)，i=1,2,…,n。 于 是 LC) NCn)， 
反之 ,因为 吕 中 的 每 一 个 排列 都 可 以 分 解 成 阶 数 不 超过 n 的 轮换 
子 排列 的 积 ， 所 以 XA =1，VZE 了 了。 于 是 L(p) 关 NG， 对比 
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7(CP)1NCND)， 即 得 La 一 LO 一 1)， 

1" 若 14= ab 日 ca,b% 互 质 ， 则 由 clLG -1)，51LC-1)， 得 
cb|L( -1) ,从 而 LC8D) IL -~ 1)=>Ln) = 工 (02 一 1)。 

2"” 若 ? 仅 含 质 因数 p 的 展 ， 令 48= pp， 则 


| 1) 一 >11D1LC ~ 1)—>L(n) |pLGn ~ 1), 
LOn) 
Ln ~ 1) 


故 有 L(n) = DLR ~ 1)。 
综合 1° ,2 并 注意 L(n) 二 NN(n)， 得 知 ， 


男 一 方面 P —>PpL(n— 1)|Ln). 


当 n 能 被 两 个 不 同 的 质数 整除 时 ， 
Nn) 1 
Nn-1) ~ 
当 n 只 能 被 质数 p 的 窒 整 除 时 ， 
Nn) _ 
Nn-1) 
B-1。 先 假定 m>>0，n>0。 将 nm"=m" 化 为 等 价 方程 
— logm= 上 二 logn, C1) 
nt 亲 
和 (= 


可 以 断定 函数 logz/z 当 0<x<e 时 严格 增加 ， 当 x 之 e 时 严格 减 
少 ， 于 是 (1) 的 解 必须 满足 不 等 式 m<e<n， 或 h<e<m。 因 此 
m,n 必 有 一 个 等 于 1 或 2， 但 因 l0g1 =0, 故 m= 1 或 n= 1 剖 将 导致 
到 二 有 二] 这 不 是 本 题 的 解 。 当 m = 2 时 ,得 n= 4， 或 省 n= 2 时 ， 
得 m= 4 是 m,n 为 正 整 数 时 仅 有 的 两 组 解 ， 

再 兰 ， 原 方程 显然 没有 1 或 8 取 0 值 的 整数 解 。 


* 306。 


最 后 假定 凡生 0， 荐 1>>0， 令 m= 有， 则 rwr=n" 化 为 
《一 kK)"=1/m*， 这 也 显然 无 整数 解 。 若 <0， 令 n= -1 ， 则 
me" 二 hm" 化 为 《一 kk)" i=( 一 个 从 而 必须 
(~1)/=( 一 1)* 及 Kki=1*. 
由 前 面 关 于 m>>0，n>0 所 作 的 分 析 知 k=2,，1=4 或 1=2， 
k=4 恰好 符合 要 求 ， 并 且 再 无 其 他 的 整数 解 。 
综 上 所 述 ， 原 方程 仅 有 四 组 符合 要 求 的 整数 解 ， 
(m,n)=(2,4),C4,2), (—2,~4), (~4,~2)., 
B-2。 用 直接 分 析 的 方法 证 明 ， 对 此 二 重 级 数 先 泊 对 角 线 
) + 天 =m 上 的 项 求 和 ， 再 对 8 求 和 ， 从 而 有 


S DE -一 六 5 2 


j= k=0 人 = 和 = 0 


S| da 


Do 
pi _ > 2 
= 


Lm | 


_4 S Dn(n+1) ~- > 2 
3 


n= 人 0 加 一 1 


其 中 第 三 步 拆 成 两 级 数 的 差 〈 代 数 和 ) 是 允许 的 ， 因 拆 成 的 两 
级 数 都 收 化。 

B-3。 这 是 一 个 自治 微分 系统 〈 即 方程 组 右边 不 显 含 时 间 
变量 +)。 因 为 当 生 仅 当 X=yY= 0 时，dx/dt ==dy/dt 二 0， 所 以 原 
点 是 此 方程 组 的 唯一 奇 点 ， 除 原点 外 ,过 相 平 面 上 其 他 任 一 点 ， 
《1) 存 在 唯一 的 轨 线 。 
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为 了 作出 在 原点 邻近 的 轨 线 图 ， 咯 去 4《1) 中 右边 的 高 次 项 
得 其 线性 近似 方程 组 


dy _ 
dt 


令 v=Zz+y,，(2) 即 化 为 dv/di =v 一 >u= ace 上， 进而 求 得 
《2) 的 解 为 


z= (af 十 0)e+， 


y=(~at+a—b)e!:. 


(3) 
其 中 a，b 为 任意 常数 ， 
在 确定 曲线 (3) 的 性 质 之 前 ， 先 作 代 换 
X=at+b, 


yi=—4t+a~b. (4) 
由 于 Xx, +2;=G( 常 数 )。 放 (4) 表 示 流 体 的 质点 沿 毕 直线 作 勺 速 


运动 。 直 线 z:+gi = 0 上 的 点 都 成 为 稳定 点 ,其 它 点 的 运动 情形 
如 图 所 示 。 


DSS 


= 八 


(3) 的 雪线 图 (4) 的 轨 线 图 


图 83 
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回 到 方程 组 (3) 来 看 ， 当 1-> ~- co 时 ， 因 子 e "将 (47 的 每 条 
直线 都 急速 “ 拉 向 "原点 。(3) 的 每 条 轨 线 都 在 原点 以 + y= 0 作 
为 其 切线 (如 图 83)， 这 样 的 奇 点 叫做 不 稳定 结 点 。 方 程 组 (1》 
在 原点 的 充分 小 邻 域内 的 轨 线 与 (3) 是 类 似 的 。 

再 对 系统 (1) 作 进一步 研究 。 另 知 

T= C0St, y=SsInt. 
是 (1) 的 一 个 解 ， 它 表示 绕 顺 时 和 针 方 同 旋转 的 单位 回 。 我 们 来 
证 明 除 奇 点 外 ， 相 平面 上 一 切 轨 线 ， 当 1-> +co 时 ， 都 渐 近 地 
趋向 于 单位 圆 。 即 单位 圆 内 的 任 一 轨 线 都 向 外 盘旋 接近 它 ， 而 
单位 圆 外 的 任 一 般 线 都 向 内 盘旋 撤 近 它 。 

将 (1) 用 极 坐 标 表示 得 


dr dr dy .2/2 
r= + Y= 27 (1-r2) (5) 


号 = 二 (> dy dr\ 

由 (5) 可 知 dr/dt >>0，r 是 ! 的 严格 递增 函数 (+= 0 对 应 着 否 
点 + 二 0， 不 予 考 虑 )。 再 者 7 也 不 会 界 于 Pp 过 1 的 闭 轨 线 L 内 ,否则 
界 于 单位 圆 及 工 形成 的 环 域内 的 任 一 轨 线 ( 当 1-> ~ 时 ) 将 与 
相交 ， 这 与 (1) 仅 有 一 个 奇 点 相 矛 盾 。 因 此 单位 圆 内 任 一 轴线 
当 t1-> + co 时 ， 都 无 限 盘 旋 接 近 于 此 单位 园 ， 同 理 可 证 ,在 单位 
圆 外 的 任 一 轨 线 也 都 无 限 盘旋 接近 于 此 单位 贺 。 

由 (6) 可 知 ， 当 3/4<r<6/5 时 ，d8/dt< - 1/2， 这 表明 在 
单位 圆 的 充分 小 邻 域内 ， 一 切 轨 线 都 是 顺 时 针 方 向 盘旋 接近 于 
它 的 。 

(1) 的 轨 线 如 图 84 所 示 。 其 中 虚 曲 线 是 按 方程 V+2zC1- 
zx? 一 y?)=0 作出 的 ,过 此 曲线 上 任 一 点 P 的 办 线 蕴 有 过 P 扩 的 铅 
垂 切 线 。 而 过 !/ 轴 上 任 一 点 Q 的 轨 线 骨 有 过 @ 点 的 水 平 切线 。 

e 了 了 09 。 


= ~—1+(r?—1)sin20 (6) 


(1) 的 轨 线 图 
图 84 


B-4。 假 定 

。 已 知 

由 二 大 证 和 

Cnr 为 整数 1 的 k 次 
mi 

(n+d) 也 是 已 知 等 关 

后 j 的 一 项 ， 由 妇 纳 污 
,n+2d):, (n+3d) - 

…， 都 

1 和 列 i 

1 ， 例 如 等 差 数 列 2 ”一 

，。，"， 2 + 4d, on。 肌 训 


y=% 


全 富有” 
e 令 b,= a, ~ 1， 则 506 二 -1 而 和 
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b=sinb,.,, n=1,2,3,." (1) 
将 递 推 关 系 式 (1) 与 y=7 进 行 比较 ， 如 图 所 示 , 司 发 我 们 猜 
想 nhn 一 co 时 ，6;: 从 一 1 增加 到 9， 事实 上 ， 当 一 Xx/2<X<0 时 ， 
zx<sSinz<0。 再 由 ~ 1 委 0,_-:<0 可 推 得 pb 1 过 56, 二 0。 于 是 
~1=b,<b <b,<…<0. 
从 而 limb,=c 存 在 ， 对 (1) 两 边 取 极 限 得 c=sinc ==>c=0 即 
limb, = 0。 下 面 证 明 


Him >, b; =0, (2) 


| 


任 给 E 汪 0， 可 选取 充分 大 的 整数 Pp， 使 当 上 有 >>p 时 ， 和 但 成 江 
bx> -Ee。 再 选取 m， 使 he>P 及 m>>p。 于 是 当 n>m 时 ,我 们 有 


i p 
>, (~ 6)= >, (~ 2,) 


+ > (~br)<pt+ne<2ne, 


> 0>15 br> -2eé. 
由 的 任意 性 得 知 (2) 成 立 。 最 后 即 得 


lm lil 
B-6， 易 知 当 且 仅 当 + 为 奇数 时 ，as, =e" = 1 而 1 为 偶数 时 ， 
0 和 6” 。 因 此 
bss=aid.09°"a .Sesh, Die 
一 -之 bi+b2t+Ost+'+ bo +0, + Os+ bs) 
2e 
l~e 


1+26 1+26 ?+ .+26 “*<1+ 


* 了 1 。 


这 表明 正 项 级 数 王 5, 的 部 分 和 有 界 ， 故 王 6, 收 敛 。 
B-7. 令 GCD= | gs)ds 


则 G/=g。 又 令 x2=ues，y=ves 则 


dz yd 
Jr- (Fr + es =hes, 
oy- ( 凶 + gojec>>jhec， 


因为 ec>>0， 所 以 d(y 一 x) /dt 宇 0。 注意 7(0) =y(0)=c 知 当 t 宇 
0 时 ，y(1) 宇 X(t1) 二 > v(t) 守 u(t) 
再 假定 v 在 某 个 区 间 [0,to] 上 满足 


dv 
af + 90= VU? vu(0)=0C 


并 在 [0,fo] 上 任 选 一 个 连续 函数 w， 则 


(2 ~ WwW) 之 0， 


4 (9- 2wW7)0=0 ~2WU 之 一 Wi’。 


dt 
令 WO = | wosas, y=vec™*w ， 
则 Y= ( 宁 + (g~2W)v)e ?PW er?" 


y(t)>c1 ~ | Ww?exp[ GCs) ~ 2W(s) lds 
y 0 
v(t)>c.expL ~ Gt) + 2W (ftD] 
| exprGcs) -GH) -2CW(S) ~ WO)) Iw’ (8)ds 
从 


Vy 


一 > v(t)>max feiexp[ ~ G(1) + 2W (1)] 
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-| exprcco -GO -2CWCG) -WO IW sds |. 
寿 取 岁 =2， 则 上 面 一 系列 不 等 式 成 为 等 式 。 因 此 
v(t)= max | C ,EXPL ~-CGCf)T2W (tt)] 


-| exp[GCs) -Gt) -2CW(CS) ~ WO))IW (5)ds, 人 


这 等 价 于 求证 的 结论 。 
注意 初 值 问 题 


人 000 U《0) = Ci 


的 解 在 有 限 区 间 内 可 以 无 界 。 例 如 当 引 在 时， 可 使 "一 co 。 故 
土 述 论证 仅 于 # < 大 保持 有 效 。 因 此 对 任何 1， 当 0 雯 大 雪 丰 ， 
上 述 结论 在 [0,t。6J 上 成 立 。 


第 二 十 二 届 (1961 年 12 月 2 日 》 


上 午 试题 


A-1。 求 证 方程 Y= 位 于 I 象限 内 的 图 形 由 一 条 直线 和 一 
条 曲线 组 成 。 试 确定 此 直线 与 曲线 交 后 的 坐标 ， 

A-2。 设 /(z， 细 是 定义 在 1 象限 内 的 二 元 实 函 数 ， 考 对 任 
意 正 数 x?，y， 存 在 一 个 正 数 k， 使 得 f(x，D| (zt+2DR 出 称 
f(x，y) 线 性 有 界 。 试 对 实数 a,B 求 使 2"y' 为 线性 有 界 的 充 要 条 
和 件 。 

从 
A-3。 试 求 lim 之 nj 


2 
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A-4。 设 1 为 一 定义 在 正 整 数 集合 上 的 函数 ，f(1)=1, n> 
TI 时 ，j 帮 8)=(- 1 ,其 中 [为 4 的 所 有 质 因 数 的 个 数 ， 例 如 (9) 
一 《一 14)?，f(20)= (~1)?。 定 义 P(n) = fC(d)， 其 中 d 表示 1 
的 所 有 正 约 数 。 求 证 (Cn) 等 于 0 或 1]。 并 确定 对 于 怎样 的 7 
F(n)=1? 

A-5。 设 8 是 由 n 个 点 组 成 的 集 ,8 的 "个子 集 作为 元 素 又 组 
成 一 个 新 集 。 而 乞 是 这 个 新 集 的 非 空子 集 。 它 关于 交 、 并 、 补 
运算 是 封闭 的 〈( 妈 若 AE€>，BE 22， 则 ANMB，AUB，2-A， 
2-B 也 都 属于 之 )。 令 K 表 示 集 之 中 元 素 的 个 数 ， 试 确定 K 的 取 但 
范围 ， 并 加 以 证 明 ， 

A-6。 设 Js = {0，1} 是 模 2 的 完全 璋 余 系 。 了 ,Lx] 表示 系数 
属于 J: 且 允许 有 一 个 待定 系数 的 多 项 式 整 环 。 求 证 当 !+ 1 和 契合 
数 时 ,p(z)=1+2+zZ2 +…+2 在 JazEz] 上 是 可 约 的 。 问 当 mt+1 
是 质数 时 ， 属 于 J,[z] 的 pC(7) 在 J;Lx] 上 是 否 不 可 约 ? 

A-7。 设 欧 氏 平面 上 有 一 闭 圆 抢 D 《包括 圆周 及 其 内 部 ) 含 
有 一 个 非 空 闭 集 S， 而 D 又 是 含有 S 的 任 一 闭 图 盘 的 子 集 。 求 证 
D 内 每 一 点 都 是 S 上 某 两 点 所 连 线 段 的 中 扩 。 


下 午 试题 
B--I。 设 有 正 实数 序列 wi，02，，ws…， 令 
5 一 二 (Ci 十 0 二 和 二 on) 
r= aT! +07! + + 057!) 


若 t->ce 时 ，s, 与 ,的 极限 存在 ， 求 证 乘积 sw, 不 小 于 1。 
B-2。 已 知 二 正 数 c，p8(C<B6)。 如 果 在 长 为 8 的 线段 上 随机 
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地 任 取 二 点 ， 问 所 取 二 扣 间 的 距离 不 小 于 4 的 概率 是 多 少 ? 
8-3。 设 平面 上 有 四 点 ， 其 中 任何 三 点 不 共 线 ， 且 此 四 所 
不 共 圆 。 求 证 这 四 个 点 中 必 有 一 点 位 于 过 其 余 三 上 所 作 的 圆 的 
内 部 . 
B-4， 设 有 7 个 非 负 实 数 呈 满足 不 等 式 0&%<<1 (k=1，2， 


1) 试 确定 下 列 n 元 函数 的 极 大 值 ， 
之 ao 。 


B-5。 设 /为 正 整数 ，1 为 大 于 2 的 整数 。 定 义 
fi =n, fn) =n ,ee (CN 三 1 i 
等 等 。 求 证 下 列 双 边 不 等 式 成 立 ， 
fim) <n < fern)., 
中 间 的 项 表示 nr 的 k 级 阶乘 记号 ， 
B-6。 设 函数 y(z) 满 足 微分 方程 y= 《1+ zx )y 及 初 值 


条 件 V0) =1，y’《0) =0。 求 证 y(z) 在 区 间 (0，) 内 恰 有 一 


个 等 反 。 
B-7。 设 非 负 实 数 序 列 {a,} 中 任何 两 项 都 满足 不 等 式 Cosn 
<4n0n。 求 证 序列 {VY a,} 当 mn 一 % 时 有 有 限 的 极限 。 


解答 
A-1。 在 I 象限 内 ，*”= 彤 等 价 于 下 列 方程 
pp logy = 二 logz。 (1) 
作 辅 助 还 数 
f(t)= -logt 1>0, 
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因为 /9= 一 一 (1-logt)， 所 以 / 当 #+<e 时 严格 递增 ，t>e 


时 严格 递减 ， 并 在 t= e 处 达到 极 大 值 e”'。 又 易 知 1~->0 时 ,1() 
> 一 00;，t>+ 00 时 ，f(t)->0， 因 此，t E (0，e™”), 则 f (2) 
=4 有 两 个 解 ， 一 个 位 于 (1，e) 内 ， 另 一 个 位 于 (e,+ co) 内。 
当 & 充 分 靠近 零 时 ， 帮 轧 =2 的 两 个 解 分 别 趋 于 1 和 + cp。 当 &% 充 
分 靠近 e” 时 ，f(1) =a 的 两 个 解 从 e 的 两 边 趋 于 e。 

据 上 述 分 析 推 因 ， 方 程 (1) 的 图 形 是 由 直线 y 二 x 及 位 于 区 
域 D={(z,y)| x>1，y 之 1} 内 的 一 条 曲线 M 所 组 成 。 并 且 MM 以 
ZX 二 1 及 y= 二 1 为 浙 近 线 ， 由 方程 ?= 彤 显然 可 知 M 关 于 和 直线 y=7 
对 称 ， 其 交点 为 (e,e)，。 


» 


f= {og 


pp i i EP pp 
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图 86 图 87 


A=2， 假定 VX 汪 >0 及 Vy>>0， 有 XY <(X+K， 令 X=Y= 
ft， 则 t+s-!<<2k 对 任意 正 数 1 成立， 因此 必须 Qt+B=1。 下 令 
z=s，Y==1~8， 则 s*(1 ~s) <K 在 0<s<<]1 内 成 立 。 于 是 当 :一 
0 了 时， 必须 0 宇 0， 当 s~>1 时 ， 必 须 B8 宇 0。 这 就 证 明了 4 之 0, bp 之 (0 
及 a+B= 1 是 使 x"y' 线 性 有 界 的 必 层 条 件 ， 

反之 ， 假 定 4 宇 0，h 宇 0 及 a + B=1。 则 对 0<1<1， 显 然 有 


° S16 ® 


t“(1~1)<1"1? =1。 于 是 


ey (TE ) (1 ) (e+ety 


对 任意 正 数 +，y 都 成 立 。 因 此 上 只 须 取 k=1， 即 知 z“y' 是 线性 有 
界 浮 数 。 这 就 证 明了 条 件 的 充分 性， 
A-3。 先 将 和 式 写 为 


S.= 一 
1 一 荆 — 
1+ (二 ) 
j+1 J 了 J 
8 7 1 1 7 
由 | 2 j\? <| i 
工 十 二 ) 名 
7 
dd d 
F nt 1 S$ 一 ” ss 
可 得 | ， Tr ”Jol+t+z2° 


=-> lims,= 了 了。 


在 一 书生 


A~4。 设 m，n 互 质 ， 则 mn 的 每 一 个 约 数 可 唯一 写成 d 4d,， 
使 得 d Im，d, ln。 反之 亦 然 ， 因此 f(did,)=f(d1)f(d;), 而 
FOmn) = > fd)= > > fd )f (ds)=F(m)FCn), 


故 F 是 积 性 函数 。 大 p 为 质数 ，a 为 正 整 数 ， 则 
FCOp?)=fC1) + fp +IOP) + +f(p) 
=1—-1+1-"+(~1)’ 
=)” 0 为 偶数 ， 
0，4 为 奇数 。 
当 n 为 任 一 正 整 数 时 ， 设 n 的 标准 分 解 式 为 
n=p1i'Pa''Pkt, 
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于 是 F(n)=F(pI' FOP) PFCDzLD7。 
显然 而 见 ， 存 041， QC … Q; 中 有 一 个 为 奇数 ， 则 FCn) =0, 浴 
Xi， 02，…， 0 全 都 是 偶数 ， 则 FE(n) = 1。 换 句 话 说 ， 


1 » 8 为 完 全 平方 数 ， 
0，7n 不 是 完全 平方 数 。 


A-s。 因 之 非 空 ， 令 4E > ，4z# 和 及 任何 一 个 BE > 
4 站 B 或 者 等 于 办 或 者 等 于 4， 由 称 A 是 对 的 一 个 极 小 元 宗 , 一 
般 地 ， 若 4E 卫 ， 且 4 只 含有 一 个 点 ， 则 4 即 是 习 的 一 个 极 小 
元 素 。 若 之 中 不 存在 仅 含 一 个 点 的 极 小 元 素 ， 则 可 进而 考 竺 之 
中 有 无 含 两 个 点 的 极 小 元 素 。 依 此 类 推 ， 若 宛 ={$，282}， 则 台 
即 为 {$8，Q} 的 极 小 元 景 ， 

人 B,,…，B, 是 > 全 部 极 信 元 素 扣 一 个 汪 污 入 蛆 , 
Bb; .NB _ 5 的 人 小 性 可 引得 =B;= -8, 这 与 B; 冯 B; 
矛盾 ， 

又 若 Q-(B1UB,U…UB,)A#A$,， 则 0 ~ (BUB, UUB,) 
不 是 极 小 元 素 ， 从 而 必 有 茶 个 极 小 元 到 8B; 使 得 

B,=B;N [2 - (BUB,U..UB,)l=9. 

这 不 可 能 。 故 必 有 B， UB,U.:UB,= 0. 

VCE 之 ， 我 们 有 

C=CNQ=CN (BUB,U... UB,) 
= (CNB)UCNB,) UU CNB,). 

于 是 又 由 B; 的 极 小 性 推 得 ，C nn B; 或 者 等 于 $6， 或 者 等 于 B。 因 
此 之 中 的 每 个 元 系 都 是 B.， B,, ,BbB, 中 者 于 个 的 并 ， 反之 ， 
每 个 这 样 的 并 也 是 卫 中 的 一 个 元 素 。 这 就 证 明了 之 中 全 体 元 素 
的 个 数 (包括 和 从 是 
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FCn) = | 


(oC) (rt(p) -2 Ts 


将 8 中 的 n 个 点 任意 分 成 p 组 ， 即 可 得 到 B,，B,，…，B，,， 
(D= T，2，…,)。 投 定义 ,它们 就 是 之 的 全 体 极 小 元 素 。 因 而 
本 题 问 及 的 Kk 的 取 值 范围 是 2:，2:，…，2". 

A-6。 令 41+1=Sr，S>1，r>1， 则 

1+r+ + X= (i++t 1) +r t+ 
十 十 你 (1)1 

论断 正确 。 

反之 不 然 。 例 如 ， 我 们 有 

《1 二 x+2X3)CI+Z2+O3) 一 TYX+X2+38 二 24 十 5 十 代 8 

=]+7X+2?+X tT tr 
(mod2)., 

其 中 6+1= ?7 是 质数 。 

A-7。 我 们 先 证 明 S 含 有 D 的 整个 圆周 。 若 不 然 ， 假 定 D 的 
回 周 上 有 一 点 P 不 在 S 内 ， 因 5 是 闭 集 , 故 存在 以 P 为 回 心 以 充分 
小 的 e 汪 0 为 半径 的 小 圆 盘 E 不 属 
于 5。 于 是 我 们 可 以 作出 一 个 加 
盘 F 含 有 (〈D-E) 及 S， 因 而 PF 
F。 但 这 与 题 设 条 件 “ 含 有 整个 
5S 的 F 必 含有 整个 D” 相 予 朱 ， 
(这 样 的 FP 必 定 存在 ， 下 面 再 补 
充 证 明 这 一 事实 。) 因 此 $ 必 合 


”有 D 的 整个 圆周， 图 88 


显然 ， 内 任 一 点 都 是 刀 的 圆周 上 一 条 艾 的 中 点 ， 而 8 含有 
D 的 整个 圆周 ， 这 就 证 明了 本 题 的 论断 正确 。 
关于 F 的 存在 性 证 明 ; 设 D={(x,y) jz??+y”~a: 夺 0}， 并 
“319。 


假定 D 上 的 点 PCa，0) 不 在 S 内 , 作 E={(x,y)| (zz 一 6)2 二 82 一 32 
魏 0j，8>0 充 分 小 。 令 


pr, Y= I+Yy* a’) -30) +y’ 2’]。 


作 F= {Cx，y)| pz，Yy) 志 0}。 则 有 
r+Yy* -a 0 (x, YED, 
(Tz-a):+tYy~e>0<>(r, y) KEE, 

从 而 推 得 p(x，y) 二 0 志 > (Xx,y)E(D~E)， 即 (D- 上 )SF., 

但 十 
gp(o,0) = 六 ?>>0， 


因此 Fg， 
B-1。 显然 只 须 证 明 对 于 任何 一 个 8 (或 对 于 任何 一 个 8 
N， 扩 为 充分 大 的 正 束 数 ), 成 立 r,5, 宇 1 即 可 ， 


i 


售 B; =a7，Yi=077*。 根 据 柯 西 一 一 许 瓦 认 不等式 得 
nn2 = (ZT BY <(5 B+ ) (2 


(Eo) (Sr) -or 
i=1 1-1 


一 之 Sn 之 1。 

8--2。 我 们 来 求解 下 列 与 原 问 题 等 价 的 问题 ， 以 (0，0)， 
(B，0),，(B,B)，(0,B) 为 顶点 作 一 边 长 为 8 的 财 正 方形 。 在 此 
正方 形 内 随机 选择 点 (z，2， 求 使 z -2 纪 >% 的 概 容 。 

“随机 ?之 意 是 指 所 选择 的 点 落 在 正方 形 [0,8] xL0,8j] 内 全 
一 区 域 的 概率 与 此 区 域 的 面积 成 正比 。 将 正方 形 用 直线 x -y= 
+a 划 分 出 两 个 有 阴影 的 三 角形 区 域 《如 图 89)， 即 可 发 现 所 求 
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的 概率 等 于 
3 =(1~3) 

B-3。 设 四 个 已 知 反 为 P,P 了 ，， 
P,，P,。 依 次 作出 AP,PsP,，AP， 
PP,, AP,P,P,, AP .P,P,, 帮 Pi, 
上 :3 了 中 有 一 个 出 现在 这 四 个 三 
角形 的 某 一 个 内 部 ， 则 作 该 三 角形 的 图 89 
外 接 圆 即 包含 第 四 个 已 知 点 在 圆 内 . 若 不 出 现 这 种 情形 , 则 四 边 
形 P.P,PsP, 必 为 同 四 边 形 , 因 已 知 四 点 不 共 圆 , 故 AP + sa 
关 人 LP,+ LP,。 不妨 设 人 P+ LP 人 LP;+ 人 LPs4, 于 是 AP!i 
P,P ,及 AP,PsP, 的 外 接 贺 分别 含 有 Ps 与 P ,在 其 内 部 ,。( 同 缴 所 
对 的 圆周 角 小 于 圆 肉 角 )。 

B-4。 我 们 先 固定 z:，zs，…szs， 仅 视 z 为 变数 , 易 证 已 知 
的 函数 〈 记 为 (xz )) 是 下 凸 的 。 于 是 除 f(z1)=C( 常 数 ) 外 ， 
我 们 有 


max 帮 zl)=Imax(tj0)， 帮 1)7j。 

已 知 函 数 在 R, 内 的 定义 域 是 一 个 有 界 财 集 ， 故 必 在 某所 Cn 
数组 ) 达到 极 大 值 。 由 于 我 们 将 z: 取 作 0 或 1 时 ， 得 到 的 两 个 
! ~ 1 元 函数 的 极 大 值 没 有 变 小 。 依 此 类 推 ， 当 全 部 Zi，zZ2，…， 
zZ, 分 别 取 为 0 或 1 时 ， 所 求 函 数 必 定 会 达到 它 的 极 大 值 。 

若 诸 z 中 有 ?个 取 为 0， 有 PH- p 个 取 为 1, 则 所 求 函 数 即 化 为 


p(n-p)=(5) - (TF-?). 
因此 当 n 为 偶数 时 , 取 p =n/2, 即 得 到 所 求 函 数 的 极 大 值 为 n /4。 
当 n 为 奇数 时 ， 取 了 = Cn 土 1)/2， 即 得 所 求 通 数 的 极 大 值 为 


(n? ~ 1)/4, 
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B-5。 和 定义 9g:(8)=H1，94i(C8) = [ga)]1 , 则 求证 的 双边 
不 等 式 即 可 写成 ， 
jan)<g nn) < feln), n>2, 
先 证 左边 的 不 等 式 ， 当 1 宇 2n: 时 ， 我 们 有 
ti> nh) =n nN "Sn (1) 
令 4= 3 或 4 而 k 宝 2， 则 
gn)>9.(3) =61=720> 32>2n’, 
车 n 宇 5，K 之 1] 则 
NNN m1)(n— 2)>2n°. 
易 见 当 n 宇 3 时 ， 有 fn)<gn)， 及 了 了,.(3) 达 1,(4)=256 
之 720 二 9g,(3)< 之 9.(4)。 假定 n 宇 3 时 ，f(W) 二 gs(n)，( 若 n=3 
或 4， 则 k 宇 2)， 那 末 由 9:Cn)>2n* 及 (1) 可 得 
far 1 Cn) =nf i Cn LGN = gs Cn). 
因此 ， 由 归纳 法 原理 证 得 本 题 左边 的 不 等 式 成 立 ， 
再 证 右边 的 不 等 式 ， 补 充 定义 go (P) =m, 并 注意 gx; 1(7) = 
ga )， 我 们 来 证 明 下 列 的 辅助 不 等 式 
Gon)g1Cn) ge hn) GN LR mgm) 91 
(2) 
对 于 kKk 宇 1 及 hn2 成 立 。 
先 看 k= 1 及 >2 时 的 情形 ， 我 们 有 
WNnl=neNn— 1)32 1 <n NN N= 
从 而 得 知 go《n)g1Cn)<<n" 。 
再 假定 对 于 定 值 kK 汪 >1 及 n>>2 时 ，(2) 能 成 立 ， 那 么 
9o(n)g91(n) gs Ch) gor 11) 
gon)go ng nl) gn nn "0 
NI Nn) AR) MT 90) 


= (Rn) GE (mM) WI Cm 9 tn gr (ny} 
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因此 ， 由 归纳 法 原理 知 ， 不 等 式 (2) 对 任意 的 k 宇 1 及 n>>2 都 成 
立 。 最 后 来 证 明 
go IAN) Tfis 1Cn) (3) 
对 于 k 宇 1 及 nn 之 2 成 立 ，(K 0 时 ， 显 然 成 并 等 式 ) 
二 1 时 、(《3) 即 化 为 nn!l < 过 Wr?， 显 然 成 立 ， 假 定 (3) 对 
于 某 个 闫 定 k>>1 及 n 宇 2 成 立 ， 则 由 (2) 可 得 
go ng Grr CNR) < 9 NIE 
<Hi el = fn). 
由 归纳 原理 知 ，(3〉 对 任意 的 Kk 之 1 及 n>2 都 成 立 。 亦 即 
gn) fern)., 
B-6。 考 察 下 列 三 个 具 初 值 条 件 的 方程 所 确定 的 函数 
Wu” + 3 一 0， u(0)=1, u‘(0)=0, 
y+(l1+v zy=0, y0)=1, y’(0)=0, 
v7” +U=0, v0)=1, v (0)=0, 
易 知 U(X) =COSA 3 XT, V(X)=C0s7, 
对 于 0<z<z/2， 我 们 有 
3>1+V >>1。 
根据 斯 图 并 比较 定理 ， 在 区 间 0<z<m/2 内 ，& 的 第 一 个 零 把 
( 即 x/2w 3) 应 位 于 y 的 第 一 个 零点 〈 设 为 8) 的 前 面 ， 而 6 应 
位 于 v 的 第 一 个 零点 (Xx/2) 的 前 面 。 因此 应 有 Nz/2v 3 <&<7/2。 
假定 y 在 (E，Xz/2) 有 第 二 个 零点 1， 则 由 施 图 议定 理 断 定 ， 
& 的 堆 点 应 当 位 于 (E， 们 内 。 但 & 在 《0,7/2)〉 内 仪 有 一 个 零点 
/2 3 <E， 因 此 y 不 可 能 有 第 二 个 零点 出 现在 (0,7/2) 内 ， 
B-7. 车 {4,} 中 有 某 个 Gs==0, 则 由 4p+m<0*on=0, 因 而 对 于 
任何 一 个 n 宝 Dp， 和 书 有 a,= 0 过 lima* =0m>00)。 
现 假定 14; 无 一 项 等 于 零 ， 令 6, =108a。s， 则 由 am+r 筷 b+ 
e。 323。 
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Ga， 可 得 bw,, 志 bm + 5,。 进 而 可 得 
hin, :<b + b: 
对 任何 非 负 整 数 k，m，t 都 成 立 
现在 固定 m, 对 任意 的 n, 令 n =kCn)m+ 1(n),0<1W) < 之 m。 
并 记 c = max(ou,p pt)， 则 
0 = bacon ymticn) SKC bn + bicn) 
<kn)b,+c 


—> < KD be. 
nn 也 


1 
易 见 n>co 时 ,一 0 -> 土 。 册 此 可 得 


1 5 (1) 


mt 
mn 


lim sup=b, < 


若 有 wa>1lim inf6,/n， 则 可 选择 m， 使 得 6/m 过 a， 于 是 由 
(1) 有 


lim sup— b,<0. 


由 4 的 任意 性 可 推 得 


limsup Lib,<lim inf 1b, 
1 1 


因此 极限 limb,/r 广 义 地 存在 ， 在 (1) 中 取 m=1, 便 有 limb,/n 世 
1， 但 也 可 能 有 1!imb,/n-> -cs， 无 论 如 何 ， 可 以 断定 极限 


limas = limexp(= b,) 


| 一 2 保 


一 定 存 在 (有 限 )， 
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第 二 十 三 届 (1962 年 12 月 1 日 ) 


二 午 试题 


A-L。 设 平面 上 有 五 个 已 知 反 ， 其 中 每 三 把 不 在 一 条 直线 
上 。 求 证 这 五 个 点 中 必 有 某 四 个 点 能 构成 一 唔 四 边 形 的 顶 成 。 
A-2。 设 函数 了 定义 在 有 限 或 无 限 区 间 工 上 ， 工 的 左 端 所 
为 0 。 若 正 数 YEI， 则 了 在 [0,z] 上 的 平均 值 等 于 所 07 与 /7) 
的 几何 平均 值 ， 求 满足 上 述 条 件 的 一 切 函 数 三。 
A-3， 设 人 ABC 有 一 内 接 人 入 A'B'C/，A/ 丰 BC 边 上 ，B' 
在 AC 边 上 ,， C/ 在 AB 边 上 。 且 有 
AB/ BC 7 CA/ x 


Jil 


BC CA A 
其 中 # 是 一 个 正 的 常数 ， 连 接 4A'，BB8/，CLC'/ 构成 人 PQR,， 
求证 


SAropR . 《Kk~ 1)° 
Saaac kK?*+k+i 


A-4, 设 f(x) 定义 在 长 度 不 小 于 2 的 一 个 区 间 里 ， 且 
[fC72)| 志 1 及 |f*(x)| 志 1。 求证 |f /7x)| 志 2。 
A-5。 求 下 列 组 合 级 数 的 和 


(De 
A-6。 设 5 为 满足 下 列 条 件 的 有 理 数 集 ， 
(1) 车 aE€S, 5ES, 则 a+tbES, obES， 
《2》 对 任 一 有 理 数 上 。 三 个 关系 rE5， ~+E5，r=0 有 且 
。 325。 


仅 有 一 个 成 立 。 
求证 ，S 是 由 全 体 正 有 理 数 组 成 的 集 ， 


下 午 试题 


B-1. 定 义 "一 Xx 一 1)…(X-nt+1),n 为 正 整 数 ,x''1=1， 
求证 ， 


(z+) "= > (7 )azi Vi 一口 
《一 


B-2。 设 民 为 全 体 实数 集 ，S 是 下 整数 的 所 有 子 集 构成 的 
集 ， 试 在 RR 上 定义 一 个 函数 了 ,使 它 以 S 为 其 值 域 。 且 当 4a<6 
时 ，/(c) 是 Fo) 的 真子 集 。 

B-3。 设 3 是 欧 氏 平面 上 含有 原点 的 一 个 凸 形 区 域 。 知 从 
原点 引出 的 每 一 条 射线 ( 即 半 直线 ?都 至 少 有 一 点 在 $ 的 外 部 ， 
求证 S 是 有 界 的 。( 平 面 区 域 中 任意 二 点 间 的 线段 完全 在 其 内 部 ， 
则 称 此 区 域 是 四 的 )。 

B-4。 一 欧 氏 平面 被 有 限 个 圆 分 成 了 若干 个 区 域 。 对 所 分 
的 每 个 区 域 分 别 涂 以 红色 或 蓝 色 ， 求 证 能 使 任何 两 相 邻 区 域 涂 
的 颜色 不 同 。( 凡 有 共用 强 作 为 边界 的 两 个 区 域 称 为 相 邻 的 区 
域 )。 

B-5。 设 1 为 大 于 1 的 整数 ， 求 证 ， 

< (2) + < 
B-6。 设 
fC72) = DD (asSinkx + bcoskr) 


其 中 G4， 为 常数 ， ZEL0,27]， | zz 和 1， 且 对 0< 委 2 区 
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Zi …<zow<25, 有 |jzi) | = (fr) = = |x,:)} = 1,。 求 
证 存在 一 个 常数 a 、 使 得 (Xx) =cosCnz + a)。 


解 答 


A-1。 设 4,B,C,D,E 是 已 知 的 五 个 点 ， 先 作出 四 边 形 
ABCD, 若是 凸 的 ,问题 获 证 .若是 币 的 , 则 必 可 作出 一 个 三 角形 
包含 另 一 所 在 其 内 部 。 不 妨 认 为 了 点 位 于 和 4BC 内 。 再 看 EE 
点 ， 车 在 A4BC 之 外 ， 则 三 个 四 边 形 D4EB，DBEC，DCEA 
中 至 少 有 一 个 是 凸 的 ， 问 题 获 证。 大吾 扩 也 在 售 ABC 内 部， 
则 直线 DE 必 与 和 人 ABC 的 二 边 相 交 ， 不 妨 认为 与 4B，A4C 相 


交 ( 如 图 90)， 则 四 边 形 BDEC 
就 是 凸 的。 一 一 
A-2。 因 几何 平均 值 只 对 一 
正 数 有 意义 , 故 在 [0,7] 上 , J 了 
处 处 为 正 。 再 者 了 在 L[0,z] 上 上 8 C 
应 是 可 积 的 。 图 90 
为 方便 起 见 ， 令 7(0)=a>0 及 
FC = | fedi. C1) 
依 题 设 条 件 可 得 
of (t= (1 Fe)) (2 ) 


对 一 期 正 数 XE1 成 立 。 
由 (1) 知 ， 对 z>0， 下 是 连续 可 微 函数 ， 由 (2) 知 ，f 也 是 
连续 可 微 画 数 。 于 是 (27 可 化 为 


GE7(X) 一 F(z) “5 
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分 离 变量 解 此 微分 方程 得 


F(x) = ax 
] 一 CC 


其 中 c 是 积分 常数 。 因 此 ， 当 x>>0 时 ， 我 们 有 


dQ 

jz) PD on 

应 注意 ，z= 0 时 , 求 得 的 公式 也 保持 有 效 ， 当 c>0 时 ，f 在 区 

闻 [0,1/c] 上 不 可 积 ， 最 后 得 适合 问题 条 件 的 函数 了 应 是 
f(x) = a 位 c~>0， 则 0 <X<1/c 


(1— cx): 荷 C 志 0 ， 则 0 委 z<co 。 3) 


其 中 a>0. 
有 起 -3。 为 方便 起 见 ， 就 用 八 表 示 三 角形 面积 ， 并 应 用 面积 
公式 可 得 
人 人 AQC _0QOC A 人 BQC 


Hiei 


人 AOC 067 AB9QC’?’ 


ABQOC _ ABQC’ _ BC' _ 
> 人 206 一 和 人 4067 AC? =k. 


人 AQB A 人 4M’0B AB 1 
同 理 可 得 -入 40DC- AAADOC ” 和 4706 ”47C k* 


人 AQB+ A 人 BOC+AAQC A 人 ABC 


> AAGC -AOG 
_ ] 1l+k+k? 
由 对 称 性 可 得 | 
A 人 AQC _ ABR4 _ ACPB . _k 


"AABC “AABC AABC 1+k+ki* 
由 于 人 PQR= 人 4BC -和 八 4QC~ 人 BRA ~ 和信 CPB， 从 而 有 
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APQR sk -Kk)’ 
人 4PBC 1+k+k: 1+k+k:” 


A-4。 不 失 一 般 人 性 ， 不 妨 认 为 jz) 定义 在 区 间 [ ~-1,1j] 上 ， 
应 用 泰勒 展开 公式 ， 对 于 zxE[- 1,1]， 我 们 有 


1)=Fz)+(1-z)Fz)T+ 六 (1 ~ x) /7 (8), 


fC—D=f) + 17 (r+ (~ 1 -za2)F7C1)， 


其 中 EECx,1)，71EC~-1，X)， 岂 此 可 得 
f(D -fC =2’ (2) + 1-72)" (8) 


-二 (+ CD 
注意 |fCx)| 志 1 及 1f”(zx)| 志 1， 我 们 有 
2 SDI TI -DI + 2) "|f"C8)| 
t+e) fCD, 
<2+50 ~ x)? + (1+e) =3+ZX:<h, 


一 -> 1f/ Cx) | 过 2。 
A-5。 用 微分 法 ， 对 


+=) 
两 边 求 导 后 再 乘 以 x 得 
nx(l+2x)"™ 一 5S (1 ) hr: , 
fml 
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再 对 上 式 两 边 求 导 后 乘 以 上 ， 并 令 2=1 即 得 络 论 : 


nOWR RT TR) 2 十 HOT 十 ZE1 


Sk) 


=—> DS(E)=nn-1)2" +n ! nn+1)2, 


A-6。 车 ?二 0 ， 则 rE5 或 -1E5 一 >r*E5, 取 r=1, 显 
然 有 1€S， 从 而 由 条 件 4+5ES 推 知 全 体 正 整数 都 属于 5S， 
设 P,4 为 二 整数 ， 则 1/4* ES。 再 由 a26 ES 的 条 件 推 得 


P= (二 )ES 。 


因此 ，5S 含 有 全 体 正 有 理 数 ， 由 人 条件 (2) 即 知 0 与 全 体 负 有 理 数 
不 属于 S$。 即 5 是 由 全 体 正 有 理 数 组 成 的 集 。 

B-~1。 用 数学 归纳 法 ，n = 0 时 ， 求 证 的 等 式 显 然 成 立 ， 假 
定 #= 时， 求证 的 等 式 成 立 ， 则 


(THFYU ?T= T+Y) ?r+y -DpD) 


? 
= >, (F )er yer kty— (Pp ~k)) 


i-0 


S (Bey SP) 


= >, CE Et 了 (F )er yr += 


f=1 k=0 


2 S|(,? ]) 二 (x Je 


， 
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卫 此 为 任 下 于 | 求证 的 等 式 都 成 立 。 
2。 令 gp 是 对 全 体 有 理 数 的 一 种 编 序 法 则 , 即 6 ，N->8 是 
下 放 划 区 人 其 中 是正 整数 集 ，@ 是 有 理 数 集 。 
现 对 f 作 如 下 定义 ， 
f= {ng9n)<r}, 
其 中 ? 是 任 一 实数 , nCEN。 于 是 f 是 定义 在 R 上 的 一 个 函数 其 
值 域 是 N 的 子 集 所 成 的 集 9。 

车 a<b,， 且 n Efla)， 则 b(n)<a<b0 一 >n€f(0) 二 >f(a) 
Cf(5b5)。 下 注意 对 于 4 过 b, 必 存在 正 整数 DD， 使 得 a<$(p) <b， 
一 >pEf(b)。 但 p# f(a)。 因 此 fla) 是 1(5) 的 真子 集 ， 

B-3。 考 务 委员 们 指出 , 题 设 的 区 域 5 是 开 和 集 时 ， 若 不 补充 
某 种 拓扑 假定 ， 结 论 就 不 能 成 立 。 例如，2x-y 平 面 上 的 带 形 开 
域 0<z<<1 连 同 原 点 在 内 的 无 界 凸 集 S， 就 没有 一 条 过 原点 的 射 
线 完全 在 3 内 ， 

我 们 来 证 明 ， 如 果 原 点 是 3 的 内 点, 或 者 S 是 闭 集 ， 那 么 5 就 
是 一 个 有 界 的 凸 集 ， 

以 原点 0 为 极点 建立 极 坐 标 系 (Pp,0)， 依 题 设 条 件 知 ， 对 任 
意 的 0， 集 {p:(p,0) ES} 非 空 ， 且 p 以 零 为 其 下 界 。 令 

f(0)=inf{p:(p,0) ¢ 5}. 
5 与 过 0 点 一 切 射 线 的 交 是 一 个 区 间 ， 且 有 
0 <p<f0) > 00 EN (1) 
n>f(0)=> (0,0) ¢5. (2) 
因此 ， 若 M 是 f 的 一 个 上 界 ， 则 5S 位 于 团 轿 域 p=M 内 ， 
假定 0 是 $S 的 内 点 ， 令 D 是 0 为 图 心 的 一 个 圆 域 ， 且 DES， 
对 任意 的 GE[0,2r]， 令 P。= (1+ f《Q),0), 以 P, 为 对 称 中 心 ， 
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作 圆 域 D, 与 D 对 称 。 车 8 ED。。 则 与 8 关于 Ps 对 称 的 点 QED 
CSCS。 由 于 P。KS， 故 8S， 从 而 Ds 们 S=$。 设 0 反 对 Ds 的 帘 
角 为 22， 则 从 O 扣 引出 与 D, 相 交 的 射线 ， 其 极 角 的 变动 区 间 为 
1 ,= (@ ~2,0G+E)。O 点 至 D。 的 距离 小 于 2C1+ 了 (a))。 于 是 ， 当 
0EI1, 时 ， 有 /6 委 2(1+ f(e))。 根据 海 因 一 一 波 雷 尔 定理 , 存 
在 有 限 个 完全 上 覆盖 区 间 [0,27] 
的 区 闻 1， ,1 ,…1,, 。 将 此 3 
个 区 间 2C]+f(01))，2(1+ 
(es))，…2(1+ f(a,)) 中 最 
大 的 一 个 取 作 的 上 界 。 这 就 
证 明了 5S 若 以 0 为 其 内 点 ， 则 
S 必 为 有 界 的 凸 集 。 

再 假定 S 是 无 界 闭 集 ， 于 是 我 们 可 从 区 间 [0,2z 选 由 无穷 
序列 {90,} ,使 得 1(0,)->%。 根 据 波 察 诺 一 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 
存在 {16,} 的 一 个 收 伍 子 序 列 。 为 方便 起 见 ,不 妨 就 认为 {8.} 是 
收 化 的 ，0,->B。 令 po = 1+ 了 (8), 则 存在 某 个 N， 使 得 对 于 爵 有 
的 mp>N， 成 立 /(6.)>>po。 由 (1) 得 知 ，(Ppo,0)ES。 由 于 5 是 
闭 集 ， 是 (po ,0,) 一 Cpo,B), 故 (po,8)ES。 但 由 (C2) 得 知 ,，(CP。， 
B) 4S， 这 一 矛盾 证 明了 5 只 可 能 是 有 界 的 闭 集 ， 

B_-4， 对 平面 上 每 一 个 被 圆 分 成 的 区 域 ， 分 别 数 一 数 它 位 
于 多 少 个 圆 的 内 部 ? 车 它 位 于 奇数 个 圆 的 内 部 ， 就 涂 成 红色 ， 
若 它 位 于 偶数 个 加 的 内 部 ， 就 涂 成 蓝 色 。 这 种 涂 色 方法 即 能 符 
合 问题 的 要 求 ， 

若 平面 上 只 有 两 个 圆 划分 形成 的 区 域 ， 则 命题 显然 正确 ， 
假定 平面 被 4 个 圆 分 成 若干 区 域 后 ， 命 题 也 正确 (n 宇 2)， 则 对 
此 情形 再 任意 增加 一 个 贺 ， 即 得 n+ 1 个 图 ( 记 为 C，+1) 划 分 原平 
面 成 更 多 区 域 的 情形 。 考 察 原 来 的 某 个 区 域 D 被 C, ;1 分 成 的 两 
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个 子 域 D:、D, 它 们 共有 C,; :的 一 段 圆 弧 作 为 边界 ,因而 其 中 有 
且 仅 有 一 个 (不 妨 设 为 D,) 位 于 Ci 里 面 ， 册 此 得 知 了 : 比 D: 多 
位 于 一 个 圆 里 面 。 这 一 分 析 对 任何 与 Cu :相交 的 区 域 都 有 效 。 
因此 命题 对 于 n + 1 个 圆 的 情形 正确 。 即 命题 请 过 正 确 。 
B-5。 对 于 >> 1 ，7X 0 ,函数 x"* 是 凸 的 ( 妈 其 图 象 下 凸 )，。 
而 它 在 [0,1] 上 的 积 分 小 于 用 梯形 法 则 算得 的 面积 ， 


iT = re (5 7) + (3 元) + 
rt +2) 
1 n 1 
一 > i 3 <[G) +(#) 
0 
欲 证 题 中 和 式 小 于 2 ， 只 须 将 上 面 的 积分 式 与 7 等 分 子 区 
间 上 的 黎明 小 和 比较 (两 边 加 1) , 即 可 得 出 结论 。 了 但 我 们 可 用 下 


述 方法 证 明 更 加 精确 的 估计 式 ， 
易 知 1-z< 生 e 一 对 任意 的 zz 都 成 立 ， 故 有 


(1- 二 ) <e 。 
令 i 二 0,1,2,…,n, 即 得 
(2) +) + (i) + 全) < 


1+ e™! 十 EC 《有 一 下 ) 
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B-6。 利 用 公式 
COSKX 一 =( eikx 十 ea ) ， Sinkzx = 地 (oe — Oik” ) 


并 令 z=e”， 即 可 将 题 设 的 n 次 三 角 多 项 式 化 为 下 面 的 复 系数 多 
项 式 
jz) 一 2 "pC(2). 


其 中 PRCz) 是 一 个 21 次 复 系 数 多 项 式 。 
f(z) 的 每 个 零点 0 对 应 于 pCz) 在 复 平面 的 单位 圆 上 的 每 个 
零 折 e2。 由 复 函 数 微 分 法 (注意 dz/dz= 这 ?可 得 
jz) = 三 这 ”ELzp7(zZ) 一 PCZ7]。 
若 b 是 1(7) 的 二 重 零 点 , 则 e** 就 是 p(z) 的 二 重 零 点 。 因 此 ,f(x) 
在 [0,2x] 上 零点 的 个 数 不 超 过 24n。( 即 与 p(z) 的 零点 一 样 多 .) 
本 题 中 f(x) 的 系数 ax，bx 显 然 全 为 实数 ， 否 则 ， 例 如 设 
f(7) = cosz+isinz 就 得 不 到 应 有 的 结论 。 再 者 ， 当 mn 过 0 时 ， 易 
知 [zi 地 1。 
我 们 来 研究 两 个 2n 次 非 负 的 三 角 多 项 式 
1 一 jz) 与 六 (zz)。 
它们 分 别 具 有 有 27 个 不 同 的 二 重 零 点 zy,zs,…,zzs。 由 两 和 多项式 
相等 的 判别 法 则 知 ， 存 在 某 个 常数 m> 0， 能 使 


f'(72)°=m*[1- f(x)°] (1) 
其 中 m 半 0， 合 则 由 m= 0 二 > 了 (7) 三 Cc (第 数 ), 导 致 %=0 的 平凡 
情况 。 

微分 方程 (1) 的 通 解 是 
fC2)=cosCmz + G) 。 (2) 


其 中 a 为 任意 常数 。 由 于 (1) 还 有 奇 解 f(x) = +1， 这 就 会 产生 
许多 分 县 函数 作为 (1 的 解 ， 例 如 


* 5 了 4 。 


(1? XT 
| 


j COsmz, 0<z<< 工 
m 


f(7) = 


zt 
-1 9 之 二 . 


即 为 (1) 的 一 个 解 ， 

我 们 只 关心 (1) 的 解 是 ”次 三 角 多 项 式 的 情形 。 这 样 的 解 
是 以 27 为 周期 的 解析 函数 ， 因 而 不 能 用 分 段 函 数 表 示 ， 亦 即 一 
定 具 有 通 解 (2) 的 形式 ， 且 闵 为 正 整 数 。 再 由 题 设 条 件 知 ，X 
[0 ,27], 1cos(mzi + a)|=1， i=1,2,…,2h。 因 此 加 =n。 这 就 
证 明了 本 题 论断 的 正确 性 ， 
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上 上 午 试题 


A-1。(i) 已 知 一 个 正六 边 形 ， 六 个 正方 形 和 六 个 正三 
角形 的 边 长 都 相等 ， 求 证 用 它们 能 拼 成 一 个 既 不 重合 又 不 留 空 
险 的 正 十 二 边 形 。( 这 ) 设 P,，… ,了 1s 依次 为 正 十 二 边 形 的 项 
把 ， 求证 三 条 对 角 线 PP，,， P,P , PP, 区 于 一 点 。 

A-2。 设 {f(nm)} 是 取 正 你 数 值 的 严格 你 增 序列 。 已 若 1(2) 
~=2, 当 1，7 互 质 时 ， 


fmr) = fm) fn), 


求证 f(D)=n, 
A-3。 设 /xz) 是 定义 在 [1，+ ce) 上 的 连续 函数 。 算 子 4 定 
义 如 下 ， 
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_d 
0=7 


求 下 列 微分 方程 解 的 积分 形式 ， 
66—1)(6~-2."6-n+1)y= f(x), 
其 中 y 满 足 初 值 条 件 
yC1)=y (1)= = yy (1)=0, 
A-4, 已 知 {a,} 是 一 个 正 实数 序列 ， 求 证 


lim supn( 一 二 ct ~ 1)>1. 


并 说 明 此 不 等 式 右边 的 1 不 能 换 成 比 1 大 的 任何 数 ，( 记 号 lim 
sup 亦 可 写 为 lim)》 
A-5。(i) 设 函 数 /在 闭 区 间 [0，r] 上 连续 ， 且 有 
| .7Ce)cosbdg= | /Ce)sinede= 0。 


求证 ， 在 (0，T) 内 存在 两 点 *，B， 使 得 
ac) = 8) = 0. 

(ii) 设 R 是 网 氏 平 面 上 任 一 有 界 的 , 凸 的 , 开 区 域 ( 即 R 是 
被 某 一 贺 域 包含 的 连通 开 集 ，R 内 任意 二 点 闻 的 线段 完全 位 于 
其 内 部 )。 试 应 用 (i) 的 结论 证 明 ，R 的 形 心 〈 重 心 ) 至 少 平分 
有 内 三 条 不 同 的 苞 。 

A-6。 设 M 是 椭圆 的 一 条 弱 VV 的 中 点 ,过 M 再 任 作 两 效 48 
和 CD， 设 AC,BD 与 UV 分 别 交 于 P,Q 两 点 。 求 证 M 也 是 线段 FQ 
的 中 扩 。 


下 午 试 题 
B-1， 设 z2 ~z+ a 能 整除 zx!: 十 ++ 90。 试 确定 整数 4 的 值 ， 
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B-2。 设 m，n 为 任意 整数 ,，S 是 由 2"3" 类 型 的 数 构 成 的 集 ， 
P 是 全 体 正 实数 构成 的 集 。 问 $ 在 P 内 是 否 稠 饥 ? 

B-3。 设 f 是 在 全 体 实数 上 二 次 可 微 函数 。 试 求 下 列 函 数 
方程 的 解 

fC2) -f= r+ =- 纺 。 

B-4。 设 5 是 一 条 有 连续 转动 切线 的 平面 闭 曲 线 ， 它 围 成 一 
个 凸 区 域 ，T 是 C 的 具有 极 大 周 长 的 内 接 三 角形 。 求 证 过 1 的 三 
个 顶点 所 作 C 的 法 线 是 Z 的 对 应 内 角 的 平分 线 。 . 

如 果 T 已 经 具有 上 述 求证 的 性 质 , 那么 T 具 有 极 大 周 长 是 不 
是 必要 条 件 ? 若 C 是 一 个 圆 ， 则 情况 如 何 ? 

B--5。 设 {a,} 是 满足 下 列 两 个 条 件 的 实数 序列 ， 

(i) 0 志 as 志 100a,， 其 中 n=1，2,， 3, ,上 且 nka2n, 


(ii) 级 数 Yo, 收敛 ， 
求证 ， limac, 一 0。 
8B-.6。 设 也 是 不 超过 三 维 的 欧 氏 空间 ，4 是 BE 的 非 空子 集 。 
将 4 内 任意 两 点 连 成 线段 ， 由 这 些 闭 线段 上 的 全 体 点 构成 的 集 
记 为 $5(4)。 对 一 给 定 的 非 空 代 A4。， 定 义 
A, = SCA,-1), n= 1, 2» 3，…。 


求证 : A,=As=…., 
(只 含 一 个 点 的 集 4， 可 认为 是 闵 线 段 的 特殊 情形 )，。 


解答 


A-1。(i》 在 边 长 为 s 的 正六 边 形 的 每 边 上 向 外 作 六 个 正 
方形 。 于 是 每 两 个 共 顶 点 的 正方 形 的 两 邻 边 夹 角 为 360 -90 
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120° ~ 90° = 60"。 在 这 六 个 
正方 形 的 相 邻 空隙 里 ， 恰 好 可 
安放 六 个 边 长 为 的 正三 角 
形 ， 这 样 就 拼 成 了 符合 本 题 要 
求 的 正 十 二 边 形 。 其 每 边 长 为 
s， 每 个 顶 角 等 于 90 "+60 = 
150°, 

(ii) 因为 正 十 二 边 形 有 
一 个 外 接 图 ， 有 所 以 人 PP ,P, 
是 PiP4 所 对 中 心 角 的 一 半 , 又 因 

3 1 


P,P,,P,= * xX—= 45", 
LP i ,= 360 广义 45 


所 以 P,P, 是 正方 形 P1ABP ,的 一 条 对 角 线 . 同 理 可 知 P.P, 是 
该 正方 形 的 另 一 条 对 角 线 。 

另 一 方面 ， P,P 1 显然 是 六 边 形 P,P,4BP ,1P,, 的 对 称 轴 、 
因此 正 十 二 边 形 的 三 条 对 角 线 P1P。，，P;Pi1，P 了 PsP;s 交 于 正方 
形 P,ABP, :的 中 心 。 

A-2, ‘0</(1)<f(2)=2, 

“f/f(1)=1, 
由 f 的 整 值 递增 性 可 知 ， 对 于 任意 二 正 乾 数 %，p， 有 
fn+p)>1(n) + Dp, 
仿 f(3) =a4a， 则 可 推 得 
f(5) 之 a+ 2， 
fC15)= fC(3)f(5)=a° + 29, 
fC(18)>f(15) + 9a:+2a+ 9} (1) 
fC6) = (2)f(3)= 20, / 
f(5)</(6) -1i=24~1, 
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1(10)= f(2)f(5)<4a- 2， 
/9) 委 10)- 1<4a-3, 


1(18)=f(2)f(9)<8a— 6。 (2) 
由 (1)，(2) 字 (40-3)?<0，。，..f(3)=a=3, 
下 面 用 数学 归纳 证 明 等 式 ， 
fC2*+1)=2*+1, (3) 


当 k= 1 时 ，(3》 化 为 1(3) = 3， 命题 正确 。 
假定 = 时 ，f(2: + 1)=2'+ 1， 则 
f 621 + 0)= 2 41)=202 + 1)=2!+ 2, 
“1=f0D)D<f2) < < + 1) + 2) 
= 2 十 2， (4) 
fC 十 1)==20 ?+1。 
由 归纳 法 原理 知 ， 对 任意 自然 数 K， 等 式 (3) 都 正确 。 
最 后 由 (37) 与 (4) 即 可 推 得 
jn) ==H，H 一 1，2，3，… 
A-3。 先 用 数学 归纳 证 明 下 列 等 式 
dry 


OC0— 1)(0- 2)°(0~ n+1)y 一 如 Tm (1) 


n= 1 时 ,0y=z-59 ,命题 正确 。 假 定 等 式 (1) 对 于 某 固定 的 
?成立 ， 风 
60— 1)(0~ 2).(0~— n+1)(0-n)y 
= (0~1)0(0- 1)(0— 2).(0— n+ 1)Yy 
d dr 
= (PE) dar 
由 归纳 法 原理 知 等 式 (1) 对 任意 正 整 数 n 都 成 立 。 
利用 (1) 可 将 题 设 的 微分 方程 化 为 
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xy = f(r), r=>1, (2) 
(2) 的 解 可 用 积分 算 子 | 对 /KGz)z- "积分 p 次 而 得 到 。 但 我 


们 也 可 用 下 述 简 单 解法 ， 从 而 避免 求 果 次 积分 。 
若 Y" 当 ?之 4 时 连续 ， 则 #7) 可 展开 成 hn 阶 带 积分 余 项 的 索 
勒 公 式 ， 


YT)=Y0) + (Tay a) + 


(x— ao)"! 


ss (ln-1) 
+ 


等 (YX— 1)"! 0 ) 
| DO 
令 4=1 由 (C2) 即 可 求 得 符合 本 题 条 件 的 解 为 


_[f* Cx-t OT f(t) 
yz)=| (nmn— 1)1 rt 


A-4。 用 反 证 法 。 假 定 对 于 某 个 正 整 数 K， 当 所 有 的 nn 之 k 
时 ， 恒 有 
(一 -1)<1. 


Un 1 dnt1 
之 一 一 一 >k, 
(1) 可 化 为 一 之 T+ ne? Vn 


(1) 


1 


1 1 Qp+Pp 
汪 一 一 一 十 一 一 一 十 :十 十 一 一 
Eri 天 2 


天 二 TD kt+tp’ 


其 中 p 可 为 任意 自然 数 。 出 调和 级 数 的 发 散 性 即 知 不 等 式 (1) 不 
能 成 立 。 因 此 对 任 一 正 整数 Kg， 必 存在 某 个 8>z， 使 得 


n (1) >1> lim (et 1)>1, 
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我 们 若 取 c, = nlogn,， 2 


1 (et 1) = [1+ (nt+1)log(n+ 1) 


on 
— Nlogn) 
n+i+1 
n 


__1 z 
logn 上 + nlog 


+ logCn+ 1))] 


< 


1 
Togn [2 + log(n + 1)1->1, 


(1 一 co)。 
因此 ， 对 于 {a,= nlogn} 的 任 一 子 序列 应 有 


lim n(n 1)<1. 


| 


这 表明 本 题 不 等 式 右 边 的 1 不 能 换 成 比 1 大 的 任何 数 。 
男 一 方面 ， 我 们 车 取 a,=n “，s>>0， 则 用 二 项 式 级 数 展 
开 式 即 可 推 得 


lim zf < 二 Qt -1)= 1+2。 


介 - (9 


A-5。(i) 不 妨 认 为 了 志 0。 由 条 件 
| KG)sinbdg= 0 及 sing>0 (0<0<), 
可 知 j 在 (0， 关 ) 内 必定 变 号 、 又 由 7 的 连续 性 可 知 , 至 少 存在 一 
版 CE(0，T)， 使 得 jc)=0。 
假定 4 是 /在 (0， 基 ) 内 的 唯一 零点 ， 则 /在 (0，2%) 与 (0 T ) 
内 异 号 。 于 是 
| fCOsinC0 ~ ojdb 六 0。 (1) 
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另 一 方面 ， 我 们 又 有 
| feysinc ~ Q)d0=cosa | fC0)singde 


_ sina [| fC0)cos6d0 = 0， 
0 


这 与 (1) 了 矛盾 。 因 此 f 在 (0，z ) 内 至 少 还 有 第 二 个 零点 B， 即 
f(a)=f(8)=0, a, BEC0, TT), oAB, 

(ii) 取 以 R 的 形 心 了 为 极点 的 极 坐标 系 。 记 R 的 边界 曲线 
为 p= 9(0)。 由 民 的 有 界 性 及 凸 性 可 知 , 过 极点 p 的 任 一 射线 与 
IT 有 且 仅 有 一 个 交点 。 故 9 是 9 的 单 值 函 数 ， 

L 是 一 条 紧 的 曲线 、 因 而 存在 一 个 由 FF 到 ( 极 坐 标 下 ) 单 位 
贺 的 满 单 连续 映射 (pD，0)->(1，0)。 其 道 映 射 (1，09) 一 
(3(0)，0) 也 连续 。 故 9 是 2 的 连续 函数 ， 


区 域 R 关 于 直线 9= 0 及 6= 二 的 矩 分 别 是 
||ocoseyoaode 及 [fcpsine)pdpde. 
RK RK 


由 于 R 以 其 形 心 P 作 为 极点 , 因此 上 面 两 个 二 重 积分 都 等 于 零 ， 
由 此 可 得 
了 + 二 人 0 二 1 和 3 Sj 
+ -g(0)1:cos0d0 =0 ;| [g(0)]ssingd0, (C2) 
注意 ecos(6+T)= -cosg,sin(6+Z)= 一 Sin0, 由 (27 可 得 ， 
| {Cgc0)1? ~ [9(6+mD]?}cosbdg= 0， 


| {E903 ~ 59(0+T)1 }singd0= 10。 


应 用 (了 证 得 的 结论 即 知 
/0) =[L9C0) — [90+ XA) 


I42* 


在 (0，z) 内 至 少 有 两 个 和 零点。 亦 即 方程 
g9(0) = g9(0+ NX) 
在 (0，z) 内 至 少 有 两 个 根 、 这 玫 明 R 内 至 少 有 两 条 不 与 极 轴 重 
合 的 葬 被 形 心 了 所 平分 。 我 们 车 取 其 中 一 条 弦 所 在 的 直线 作为 
新 的 极 轴 ， 则 由 已 经 证 明 的 事 
实 可 知 ，R 内 至 少 存在 三 条 被 
其 形 心 所 平分 的 弦 . 
A-6。 取 以 为 原点 ，UV 为 
7 轴 ，1 轴 不 与 A8 及 CD 重合 ， 
建立 一 舟 沁 标 系 。 令 4B，CD 
的 方程 分 别 为 f=m7z，# =1n2X, 
则 椭圆 方程 可 写成 图 93 
ar2 + by*+cry+dr+ey+f=0, 
由 于 VCt，0) 及 U( ~ t+，0) 在 此 椭 轩 上， 因此 d= 0.。 
我 们 知道 ， 过 4，B，C，D 四 点 的 圆锥 曲线 系 方程 是 
K (ar:*+by:+cry+reyt+f) + RY- me) (yr~ nr) 
= 0， (1) 
其 中 K,，K, 为 不 同 取 为 零 的 任意 常数 ， 令 y=0， 由 (1) 可 得 
K (ar: tf)+tE,mnz® =0. 
它 表 明 zx 轴 上 关于 原点 对 称 的 两 点 必 在 (1) 所 表示 的 曲线 上 。 特 
别 地 ， 适 当选 择 常数 区 :及 天。 ,使 (1) 退 化 成 两 相交 百 线 4C,BD， 
则 P 了 P，Q 两 点 关于 点 M 对 称 。 因 此 FM = M9， 
B-1。 令 zl +zZ+90= (xz2-2Z+a)a()， 其 中 a 为 整数 ， 
4a(z) 是 整 系数 多 项 式 ， 
若 a 三 0， 则 xX? -zx+a 有 非 负 零点 。 但 rz: +z+90 没有 正 
的 零点 。 故 a> 0。 对 所 设 的 恒等式 分 别 令 z= - 1，0，1， 依 次 
可 得 
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(a+2)d(~1)=88,; agq(0)= 90; ag(1)= 92, 
二 、 三 两 个 等 式 表 上 明 412， 故 4= 2 或 1 但 当 a= 1 时 ， 由 第 一 个 
等 式 推 得 3188。 这 不 可 能 。 故 只 能 有 ca= 2。 据 此 即 可 求 得 
xz182X+90=(z2 一 0 十 27Cx1L+XI0 一 2X9 ~328 一 27 
+57 +7X5 一 30 一 7 ~117’+ 237+45)., 
B-2。 因 为 指数 函数 的 反 活 数 也 是 单 值 连续 的 , 故 本 题 与 下 
述 问题 等 价 ， 
设 m，?! 为 任意 整数 ， 问 属于 mlog2+ niog3 类 型 的 数 在 全 
体 实数 只 中 是 否 稠密 ? 为 了 作出 肯定 的 回答 ， 我 们 需要 用 到 下 


列 两 个 引 理 。 

引 弄 1， 设 了 是 定义 在 尺 上 的 加 法 群 的 一 个 子 群 ， 则 有 可 能 是 了 = (0}， 勤 者 了 
由 某 个 正 数 的 所 有 倍数 组 成 ， 或 者 7 在 丰 内 稠密 。 

证 明 ， 若 了 不 含 任何 正 数 ， 则 了 = {0} ,假定 了 含有 一 个 最 小 的 正 数 zx， 唱 二 显然 
含有 >z 的 一 切 倍 数 。V8E7 ， 必 存在 一 个 整数 fp，， 使 得 


i nt 1}。 
I 


令 z=lJ -nz， 则 有 0 饼 z<z, 由 于 z 是 了 内 的 最 小 正 效 ， 因 此 z = 0， 从 而 y= nx。 即 了 
由 2 的 一 切 倍 数组 成 。 
再 假定 了 含有 正 数 *， 但 了 内 不 存在 最 小 的 正 数 , 则 在 (0，x》 内 有 无 穷 多 的 数 
局 于 TT。 v0>0，9t1。t2ET， 且 满足 
0<ft1i<t2< i, 
0<s=12 -11<0, 
于 是 s 的 一 切 倍数 都 在 了 内 , 令 7=(a，a+6) 是 尺 的 任意 一 个 开 区 间 ， 则 5 的 某 个 信 
数 必定 会 出 现在 7 内 。 从 而 得 知 707 有 由。 由 7 的 任意 人 性 即 知 ，7 在 帮 内 是 稠密 的 。 
引 环 2。 设 4，,BeER，1m,n 为 任意 整数 ， 则 形 如 ma + 吧 的 数 在 卡 内 秃 密 的 充 妥 条 
件 是 ， 对 于 任何 不 同时 为 零 的 两 个 整数 p，94， 成 立 
pa+ gbB¥0, (1) 
低 明 ， 形 如 mw+ n 的 数 集 了 显然 构成 的 一 个 子 群 ， 且 Qe7，Bef。 
若 w&= 有 8B=0， 册 7 = {0} 在 尺 内 不 秽 密 ， 这 时 条 件 (1) 亦 不 能 成 立 。 
若 w， 有 8 不 全 为 去， 则 了 兴 (0} ,假如 了 在 及 内 仍 不 稠密 ， 则 由 避 理 1 可 知 ，7 内 几 
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含有 某 个 最 小 正 数 z, 且 了 由 z 的 一 切 倍 数组 成 。 令 4Q= g2z,8B= -pr (D，9 为 不 同时 
等 于 零 的 整数 )。 则 有 
pa+aB=0。 
即 条 件 (1) 仍 不 能 成 立 , 因此， 当 ima + mB 在 民 内 向 密 时 ， 条 件 (1) 必 定 成 立 。 必 要 性 
证 毕 。 
反之 ， 设 整数 力 ，9 不 同时 为 零 ， 且 有 
b+dph=0。 (2) 
阁 Q = B=0， 则 了 = {0} 在 六 内 不 稠密 。 
若 B=0，az0， 则 T= {HG} 在 民 内 不 向 密 。 


着 4B 关 0， 则 bg 关 0。(2》 可 化 为 B= -一 一 ， 于 是 


Ta {ma+t+nB} = {(m -之 ) 寺 


在 RR 内 仍 不 向 密 。 因 此 ， 若 条 件 (1) 成 立 ， 则 ma + ?有 在 六 内 必定 秽 密 ， 充 分 性 证 毕 。 
回 到 本 题 ， 令 a=1l0g2，B=1og3， 则 条 件 (1) 与 下 列 条 件 
等 价 
2239 二 1 (3 
其 中 p，4 为 不 同时 等 于 裤 的 整数 。 
不 等 式 (3) 显 然 成 立 。 因 此 本 题 中 的 集 S 在 集 P 内 是 稠密 的 。 
B-3。 对 给 定 的 方程 令 z= 8= 0， 则 得 f(0) = 0。 又 对 其 两 
边关 于 z，y 先 后 求 两 次 偏 导 数 得 
2f rf x) = r+tDI EE-D+f T+tD f(r-Y), 
0=f"2+DAE-D -fTI+DI x- 
作 变 量 代 换 ?+y=w，7z 一 y=v， 则 有 
fF" 0) FC) = 007 (0), (1) 
车 存在 一 点 vo。， 使 得 (vo) 志 0， 则 可 令 
__f (v0) 
Fo 
《1) 即 化 为 PC) = cf (4%)， 
。 3 了 45。 


根据 初 值 条 件 /(0)=0 即 可 求 得 (2) 的 解 为 
Asinhku, Kk?*=c>0, 
fCu) -jh c=0, 
Asink4， 一 Kk? 二 c< 过 0 ,A 为 任意 常数 ， 


不 难 验证 f(u》 在 三 种 情形 下 的 表达 式 都 适合 本 题 给 定 的 函数 
方程 ， 

B-4。 我 们 可 以 证 明 一 个 更 为 普遍 的 定理 ， 而 将 本 题 的 论 
断 作为 其 推论 ， 

定义 ” 设 C 是 平面 上 任 一 点 集 ， 站 线 / 与 CC 至少 有 一 个 公共 点 ,车 被 1 分 成 的 两 
个 开 的 半 平面 中 ， 有 一 个 不 含有 C 的 点 ， 则 称 [是 C 的 一 条 支撑 线 。 

定理 ” 设 T 是 项 点 全 部 位 于 给 定点 集 C 内 具有 极 大 局 长 的 三 角形 ， 则 在 六 的 各 
个 顶点 ， 都 有 一 条 CC 的 支撑 线 委 直 于 了 在 该 顶点 的 内 角 平 分 线 。 

证 明 ， 如 图 94 所 东 ， 令 了 了 =APQR,! 是 过 点 PP 且 与 /人 QPR 的 平分 线 垂 直 的 直 
线 。Q' 是 关于 1 与 Q@ 对 称 的 点 , 易 知 上 上，P，Q' 二 点 共 线 。 

若 革 是 与 Q@* 位 于 1 同 装 的 任意 一 点 ， 则 

ROQ+RXY+ XO>RQ+t RX+AXO° . 
>RQ+ RQ'= RQ+RP+POQ 
轴 为 人 RXQ 的 周 长 大 于 入 PQR 的 局 长 ， 所 以 XC ,由 定义 即 知 i 是 C 的 一 条 支撑 
线 。 定 理 证 上 毕 。 

回 到 本 题 ， 因 为 C 是 光滑 的 凸 闭 曲 线 , 所 以 过 C 上 任 一 点 的 
支 返 线 就 是 过 该 点 与 C 相 切 的 直线 。 因 此 根据 所 证 定理 即 可 推 
得 本 题 结 论 的 正确 性 。 

若 将 一 等 边 三 角形 的 三 个 顶点 稍 加 “ 磨 圆 ” 成 可 微 绝 ， 即 
得 一 近似 于 等 边 三 角形 边界 的 凸 闭 可 微 曲 线 C。 于 是 原 等 边 三 
角形 的 三 条 中 位 线 构 成 的 三 角形 就 具有 本 题 求证 的 性 质 。 但 它 
在 C 内 显然 不 是 周 长 最 大 者 . 

若 C 是 圆 。 设 其 有 一 内 接 三 角形 具备 已 经 证 明 的 性 质 ， 则 
此 三 角形 的 三 内 角 平分 线 必 交 于 圆心 0， 如 图 9%5 所 示 ， 我 们 有 
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~ A A ~ A AP AP 
QS= RS, PO= PR=> PO=QR= RP, 


因此 和信 PQOR 是 等 进 三 角形 。 

众所周知 ， 内 接 于 圆 前 所 有 三 角形 中 ， 以 等 边 三 角形 的 周 
长 为 最 大 。 因 此 ， 对 于 网 C 来 说 ,“ 具 有 极 大 周 长 ” 是 使 本 题 缩 
论 成 立 的 充 要 条 件 ， 

B-s., 令 $= Ta, 则 当 K-> co 时 ， Sp (0。 


> 


题 设 条 件 ( 巧 可 略微 变形 写成 
O0100an, 其 中 二 Kk< 4 <k。 
让 m 从 不 小 于 k/2 的 台数 依次 取 值 ， 一 直到 K 为 止 ， 将 所 得 的 这 
些 不 等 式 同 边 相 加 得 


于 Kas Ck + 1]a,<100s,, 


= lim kas<2001ims, =0, 
Koco Fo 
由 于 Gi 之 0， 放 得 ULmkau= 0。 
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B-6。 将 E 奢 作 是 一 个 向 量 空间 。 设 
ai: EEh, M0, T=1,， 2, *…**， 1 
A1 + 和 2 十 …+ 和 二 1。 


者 P= > Nas 
t=1 . 

则 称 加 景 P 是 a1， G2, "*"*, 0 时 一 个 对 组 合 。 

止 组 合 具有 传递 性 ， 若 向 量 组 bp: ，2:，…，D 的 每 一 个 都 
是 al， 2，“…? 0 的 凸 组 合 ， 呵 量 人 是 b,,， 0:， 机 Di 的 凸 组 
合 ， 则 (人 C 也 是 ci， Gd, ”9 cu 的 凸 组 合 ， 

设 A4 是 E 的 一 个 非 空 子 集 ，A4 内 元 素 的 一 切 凸 组 合 构成 的 
集 玫 是 凸 的 ， 它 是 含有 4 的 最 小 凸 集 ， 称 为 4 的 凸 包 。 

本 题 的 实质 可 用 下 列 定理 谢 析 ， 

定理 ” 设 忆 是 n 维 空间 ，A4A 电 忆 的 一 个 非 空 子 集 ， 则 .4 的 占 包 内 每 一 点 都 能 写 
成 4 内 至 多 #+1 个 点 的 凸 组 合 。 

证 明 ， 设 有 PE 天 ， 役 定 已 不 能 用 4 内 少 于 4#+ 2 个 点 写成 凸 组 合 ， 刚 有 

P= p> Midis (1) 

其 中 oi € A， hi 宛 0， Ai + +A= 1 gd 之 N+ 2。 

由 于 上 是 n 维 向 若 空 间 ， 放 可 找到 g 个 不 全 为 零 的 数 EE1，…，。jes 使 得 

{Pe 
Hiad1+ + jGa= 0¢ 

因为 ci 都 是 2 维 向 量 ， 所 以 (2) 是 具有 9 个 未 知 数 ji。 具 有 8#+1 个 方程 的 齐 次 线 
性 方程 组 。 
也 《41)、。《2) 可 得 


(2) 


« 
已 = (hitoNMi)aie (3) 
i 1 


其 中 0 可 取 任 意 实 数 ， 但 总 能 保持 a; 的 系数 和 等 于 1, 我 们 适当 地 选择 0， 使 得 (3) 的 
右边 关于 6; 有 一 项 的 系数 入 + 0JLi = 0, 而 使 其 余 的 系数 都 保持 非 负 。 这 只 须 在 M1,*…， 


po 中 取出 全 部 >0 的 数 ， 再 令 g 等 于 ~- 中 最 大 的 一 个 即 可 。( 由 (2) 的 第 一 个 
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等 式 可 知 ， 至 少 存在 一 个 所 0。) 
综 上 记 述 ， 思 的 表达 式 (3) 变 成 了 在 4 中 有 少 于 9 个 的 点 档 成 的 凸 组 合 。 这 样 
终 将 会 导 至 与 证 明 开头 作 的 假定 矛盾 ,因此 定理 获 证 。 


回 到 本 题 ， 令 K 为 4, 的 凸 包 ， 若 XX 是 的 任 一 子 集 ， 则 X 导 
S(X)CK。( 第 一 个 包含 关系 需要 用 关于 退化 线段 的 约定 ， 即 x 
可 表示 从 xz 到 z 的 线段 ) 从 而 可 得 

A CA CA,...CK., (4) 

设 有 PEK， 则 由 上 述 定 理 ， 可 将 7 写成 

P=Na) tA.0, + AsdQs 十 和 04 
其 中 aiE4，Z2NMXi= 1，Xi>0。( 若 p 怡 好 可 用 4 内 少 于 四 个 的 
点 表示 成 凸 组 合 ， 就 认为 上 式 右 边关 于 4; 有 同类 项 相 加 .) 令 


则 有 q€ES(A.)=A,, rE€A,, 
p= (A +A2)4 + (Ms+A)rESC(A,)=A,. 
这 就 证 明了 KSA,。， 再 由 (4) 即 知 
A,=A,=..=KkK, 
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上 午 试题 


A-l。 在 平面 上 任意 给 定 六 点 ， 求 证 这 六 把 中 ， 两 反 间 最 
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远 距 离 与 两 点 间 最 近 距 离 的 比 不 小 于 3 。 
A-2。 求 定义 在 0 和 z 委 1 上 的 所 有 连续 正 函数 jz), 使 之 满 
是 下 列 三 个 等 式 ， 


| fydz= 1， | Heyzdz=e,| f(r)r’dr=0, 
0 0 0 


其 中 xc 是 已 知 实 数 。 

A-3。 设 P,,P,,… 是 开 区 间 (0，1) 内 的 一 个 稠 窗 点 列 ， 
点 P,，P:，…，P._ ;将 (0，1) 分 成 了 1 个子 区 间 ， 而 己 又 将 
其 中 一 个 子 区 间 分 成 了 两 个 新 子 区 间 。 令 a, 和 0 是 这 两 个 新 子 
区 间 的 长 ， 求 证 ; 

» ab.(a + 6,) = 地。 


向 环卫 


《一 个 区 间 的 任 一 子 区 间 内 都 至 少 含 有 一 个 扎 列 中 的 一 瓜 , 则 称 
此 点 列 在 该 区 间 内 是 稠密 的 。) 

A-4。 设 p(n=1，2，…) 是 一 个 整数 有 界 序列 ， 且 满足 
下 列 递 推 关系 


D 一 了 - : 十 pu-2: 十 了 -3 -4 


ps- 1Dn-2 +D_as 十 pe 
求证 比 序列 终 将 会 出 现 循 环 情形 ， 
A-5，、 设 41， (42，4s， … 为 一 任意 正 数 序列 ， 求证 必定 在 
在 一 个 常数 K， 能 使 下 列 不 等 式 成 立 
nn kl 


之 G1+ G+*"*T a L Cn 


A-6。 设 5 是 一 条 直线 上 的 有 限 点 集 ， 且 5 中 的 点 两 两 之 间 
的 距离 〈 最 大 距离 除外 ) 的 值 都 至 少 出 现 两 次 ， 我 们 称 5S 是 有 
重复 距离 的 集 。 求 证 集 5 中 任意 两 个 距离 数值 的 比 是 有 理 数 ， 
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下 午 试题 
B-1。 设 (KE=1，2，…)》 为 一 整数 序列 ，" 表 示 {uy 中 前 
1 项 中 小 于 或 等 于 m 的 个 数 ， 求 证 如 果 


Sl co0, 
1 Rh 


那么 lim 一 =0. 


as-oo 花 
B-2。 设 集 S 含 有 PC 二 1)》 个 元 素 ， 有 A，,， 有 AA,，…, 4 是 5 的 
一 族 不 同 子 集 ， 它 们 两 两 的 交 非 空 ， 而 5 的 其 他 子 集 不 能 与 41， 
4A:，…，A4i 都 相交 。 求 证 K=2” 。 
B-3。 设 1(X) 是 定义 在 全 体 实 数 上 的 连续 函数 ， 且 对 于 任 
意 的 s 之 0， 都 有 
limfCne)=0， 《1 为 正 整 数 ) 
求证 ， limf(z) 一 0。 
B-4。 设 球面 上 有 rn 个 大 图， 其 中 任何 三 个 都 不 共 点 , 问 此 
nh 个 大 加 将 球面 分 成 了 多 少 个 区 域 ? 
B-5。 设 有 一 严格 递增 的 正 整 数 序列 〈 例 如 1，2，3，4,5， 
6，10，12,…)。Ww, 表 示 此 序列 前 n 项 的 最 小 公 人 倍数。 求证 下 列 
无 穷 级 数 收敛 ， 


= 


万 
他 一 荆 Ww, 


B-6。 试 证 明 单 位 圆 盘 不 能 分 成 两 个 不 相交 的 可 霍 合 子 
集 。 
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解答 


A-~1。 车 已 知 的 六 点 有 三 点 共 线 , 例如 点 B 位 于 线段 AC 上 ， 
那 末 不 等 式 |4C | 之 2 |BC | 与 |4C | 宇 2| AB| 总 有 一 个 成 立 , 因 而 
本 题 论 断 正 确 。 下 面 再 对 无 任何 三 点 共 线 的 情形 进行 研究 ， 

车 已 知 的 六 点 只 能 构成 四 六 边 形 ， 则 其 中 必 有 一 点 〈 设 为 
A) 位 于 其 他 五 点 梅 成 的 某 个 三 角形 〈 设 为 人 ABCD ) 肉 。 考 守 
人 BAC，ACAD, AD43 即 知 其 中 必 有 一 个 内 角 不 小 于 120 ， 
不 妨 认 为 人 B4C>>120"，0>c， 对 人 A4BC 应 用 余 艾 定理 ， 注 意 


-eosA> 斑 即 得 


a:=b’:+c*:*— obccosA>0+c’:+bc>3c’ 
因此 o>w 3 c。 
若 已 知 指 六 点 能 构成 凸 六 边 形 ， 则 此 六 边 形 必 有 一 内 角 为 
不 小 于 120* 的 钝 角 。 据 上 所 证 ,我们 所 需要 的 三 角形 显然 存在 ， 
A-2。 将 第 一 个 等 式 丽 边 乘 以 叶 :， 第 二 个 等 式 两 这 乘 以 
~ 2c 连 同 第 三 个 等 式 同 边 相 加 得 


(fence ~ 7):dx=0. 
9 


此 等 式 右 边 对 任何 一 个 正 的 连续 函数 (7) ,积分 的 值 都 是 正 的 ， 


因此 本 题 无 解 。 
A-3。 令 5 是 点 Pl，Ps，…Ps.1，P; 分 (0，1) 所 成 ?+ 1 


个 子 区 间 长 度 立方 的 和 和 ， 则 5S,，S，-1， (qs+60,): 及 a? + 0 之 间 
的 关系 不 难 确立 如 下 ， 


发 | 一 Dn = (a 十 D) ~ (as 十 bs) = 3as0n Can + b,), 


e 352 * 


一 > 1-S=S。-S = > 3a,b,Ca, +b,), 
n=1 


由 此 可 见 limS; = 0 < 所 -> 3anbnCan + b.,) 一 ]。 


由 


现在 来 证 明 limS = 0。 设 1 为 正 整 数 ， 由 于 {P,} 在 (0,1) 


内 役 冤 ， 故 可 选择 元 分 大 的 整数 9， 使 得 {P,, P,, “yp P,} 中 
的 点 能 在 下 列 : 个 区 间 中 的 每 一 个 内 都 出 现 


(0, 了 | (地 ， | “gy 一， i). 


取 Kk 宇 9， 令 1o， 了 i，…， 是 由 后 Pi，Ps，*………，Ps 分 区 间 (0,1) 
所 得 诸 于 区 间 的 长 ， 则 它们 的 长 都 不 会 超过 2/t。 于 是 


8 2 
S= Slt<(4) Di=. 
i=0 f=0 


由 1 的 任意 性 即 可 得 知 


limS, =0, 


二 


A~4。 我 们 来 着 手 证 明 比 本 题 更 一 般 化 的 命题 , 设 / 为 一 任 
意 K 元 函数 ， 而 {P。 In=1，2，…} 是 递 推 公式 
一 
决定 的 一 个 整数 有 界 序列 。 那 末 {P,} 终 将 会 出 现 循环 情形 。 令 
Kk 数组 (P,，Pst 1，…，P,ir-1) =4， 正 整数 MM=sup{| P, |}， 
则 Vn 有 
P.E{-M, -M+1, ~1, 0 1, 'M~1, M} 
根据 重复 排列 公式 可 知 q, 至 多 能 有 4 = (2M + 1) 种 不 同 的 表达 
式 ， 因 此 ， 在 4+ 1 个 K 数组 G1， qs; “9 44+ 1 中 ， 必 有 某 两 个 
完全 相同 。 若 9i = qi<， 则 Pi44=Pirt， 其 中 t=0，1，2,… 
Kk-1。 再 由 {P,} 的 递 推 公式 推 得 1 =K 时 ， 下 有 ith = 二 irh 于 龙 
e S53e. 


由 归纳 法 原理 即 知 ， 对 任意 非 负 整 数 f， 都 有 Pi =Pisyt。 这 艾 
证 明了 序列 {P,} 从 第 ;项 开始 ， 每 〈j -六 个 一 组 ， 将 会 稍 环 妃 
现 . 

A-5。 先 令 m=2t 是 一 个 固定 的 偶数 ， 我 们 来 证 明 下 面 的 
不 等 式 


1 or 


再 取 关 一 4， 令 几 一 29， Wp 可 推 得 本 是 求 让 的 结 褒 
将 数 项 ce;，a:，…a， 按 递增 顺序 重新 排列 成 2 ,8 ，…， 
bn。 对 于 1 志 p 声 t+， 我 们 有 
G+02+ +G2pG1+ G+ "+ Op! 
>b, +bs+ .+b,,.1 之 pbp。 


此 易 得 F000 

及 < 

了 rat TT 
> (rr ra) 之 二 
注意 m= 2t， 即 可 推 得 需要 证 明 的 不 等 式 


< 


G1+ 4,+ Ed 
若 级 数 和 另 一 方面 ， 


我 们 有 
4 3 了 9 对。 


n 1 
GI +d 二: od, 1 Un 


8=1 


1 
an 


2 ~ n — 
从 而 得 到 之 a Ta < 4 > 


A-6。 不 失 一 般 性 ， 设 集 $ 的 ?个 已 知 氮 在 数 轴 上 的 分 布 为 
0=Zo<7Z1<…<<Xr-1l 一 工 。 (1) 
下 面 用 反 证 法 证 明 本 题 。 若 本 题 结论 不 真 , 则 S 内 至 少 含有 一 个 
无 理 点 。 令 {1，Q1，…Q4s} 是 向 量 组 {Xo。，X1，…，Xw-1} 在 有 理 
数 域 上 生成 的 线性 空间 的 一 个 基 座 ， 其 中 4&1，…*，@， (Kk 之 DD 
是 无 理 数 。 于 是 5S 内 任意 二 点 间 的 距离 可 用 下 列 线 性 关系 式 唯 
一 表 出 ， 


rotTiQ! + TPQ (2) 


其 中 re，ri，…，m 为 丛 当 的 有 限 组 有 理 数 。( 以 下 凡是 按 (1) 
写 册 的 线性 表达 式 ， 与 请 "对 应 的 字母 都 表示 确定 的 有 理 数 )。 

在 用 (1) 表 出 5 内 所 有 不 相等 的 距离 表达 式 中 ， 将 无 理 数 
Qi 的 全 体系 数 中 绝对 值 最 大 者 记 为 m。Cm 霹 0， 否则 Qe1 儿 5S， 这 
与 反 证 法 开头 的 假定 矛盾 。》 根据 S 内 的 氮 出 现 重复 距离 的 性 质 
及 表达 距离 具有 了 唯一 性 的 关系 式 (1)， 我 们 可 在 5 内 确定 四 点 
Zi <zZi<zo<xzy， 使 得 下 列 四 个 等 式 必 有 一 个 成 立 : 

| 一 2|=| zo ~ zy |= 40 +me, + G0 十 十 OU (3) 

[Xp ~ wi |=| Xo ~ 7; |=a0 tme + G0 T+ Gpo 
由 《3) 推 知 下 列 四 个 等 式 必 有 一 个 成 并， 

| Xo— zi |=2(a0 十 Mi + G0 十 … 十 Gui +t| Tp ~ Xi| (4) 

注意 系数 m 的 极 大 性 ，(4)〉 中 不 论 哪个 等 式 成 立 ， 都 有 

| zo — zi |= bo FT ma + ba + + bes, 


[ra—Xil=c0 tmat cd + + cise 
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再 在 S 内 确定 两 点 x,，z:， 使 得 
zo — Ti |= | ~ 7 |, 

重复 应 用 上 述 推理 过 程 ， 由 于 每 次 考察 S 内 两 点 间 的 距离 越 来 
越 大 ， 经 过 有 限 步 又 以 后 ,就 会 导致 5S 内 某 两 点 间 的 距离 大 于 1， 
这 与 (1) 矛盾 。 因 此 S$ 内 不 可 能 含有 无 理 战 a1。 

园 理 可 证 S$ 内 不 可 能 含有 无 理 点 c:，…，ak， 即 集 S 所 含 的 
点 全 部 是 有 理 点 。 从 而 本 题 结 论 正确 。 

B-1。{w;} 中 不 能 含有 无 穷 个 负 项 。 例 如 , 令 W= (1)Vk， 


则 lim-se-= 沁 ,本题 结论 不 能 成 立 。 若 {wu} 中 含有 有 限 个 负 项 ， 
则 可 将 这 些 负 项 全 部 改 + 1 而 不 影响 本 是 的 证 明 . {ws} 既 为 正 项 
序列 收敛 级 数 可 卫 - 的 项 可 以 重 排 而 不 影响 收敛 的 结果 ， 令 


WU SW, 则 对 任 一 固定 的 p， 选 择 充分 大 的 hn， 使 得 
up， 于 是 我 们 有 


(因为 左边 揭 每 一 项 都 不 小 于 17 0) 
由 直面 的 不 等 式 可 以 推 得 


limsup < 3 二 
| 一 : 69 nn wi 


hp+1 


再 由 Pp 的 任意 性 可 知 
limsup— < 1im 5 
No i Primptl 


=0。, 


注意 0,/n 之 0， 最 后 即 得 limv,/n=0， 
B_2，S 总 计 有 2" 个 子 集 ， 我 们 可 将 其 分 成 2 :组 ， 使 得 每 
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组 内 都 含有 两 个 互 余 的 子 集 。 假 定 K>2” ， 那 么 我 们 可 从 4:， 
4:,…A4i, 中 选取 两 个 互 余 的 子 集 彼此 不 相交 ， 这 与 题 设 矛 
盾 ，。 再 假定 &< 2 !， 那 么 我 们 可 从 S 中 除 4,，4:，，…，4x 外 ， 
选取 一 对 互 余 的 子 集 X 和 Y. 于 是 至 少 有 一 个 4; 符 合 4if 1 和 = 
4iEY。 同 理 至 少 有 一 个 4 符合 4;{ 1Y = 中 ,4A;SX， 由 此 推 得 
4 14SEX {Y=¢. 

这 仍 与 题 设 了 矛盾 ， 故 必须 K= 2 1。 

B-3。 我 们 先 来 证 明 下 述 引 理 ， 

引 理 。 设 0 之 ao 之 b，& 为 任 一 正 整 数 ， 则 


了 ， nb) 
Ue " 


含有 从 某 尽 c 开 始 的 射线 [c，o )， 
证 朋 ， 取 某 个 正 整数 1 使 ! 宛 ht 学 五 一 , 当 1 之 时， 我 们 有 


ntb-0)>d=>n0> n+ 1)o。 
因此 ，Ena，n09 与 CCn+1)g，(n+ 1)b) 是 重 登 的 两 个 闲 区 间 。 由 此 即 可 推 知 


Lo, nb Lta, co )。 
5 下 
邻 c= 扣 嗓 得 引 理 之 结论 。 
回 到 本 题 ， 对 任意 给 定 的 &>>0， 和 冠 义 
一 人 7: [fCnz) [<a}. 
Es={2:C(Vn>k) |f(nx) |<a}. 


则 E,= 门 F,。 因 f 连 续 ， 故 F, 为 闭 集 ，E; 也 是 闭 集 ， 


设 yE C0，co)， 则 依 题 意 有 lim fCny) = 0， 即 存在 茶 个 E， 
使 得 对 于 一 切 的 n 宇 k 都 有 fCny) |<a。 因 此 YEEB， 从 而 
(0,co) UB。 根据 下 面 即将 证 明 的 贝尔 范畴 定理 ， 在 El 
中 必 有 一 个 BE 含有 区 闻 fc，0， 亦 即 
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(ViEFLa, byRn>m) | fnz) [<a 


=—> (yyE (J[na, n51) |f0Y) I<a, 


应 用 引 理 即 知 ， 存 在 某 个 常数 c, 使 J [na，mb] 二 [c，co)， 而 


(YY 之 c) |f(y) |<a., 
由 a 的 任意 性 即 证 得 limf(y) = 0， 


贝尔 范畴 定理 。 设 {Ei} 是 玉 上 的 闭 子 集 序 列 LU 吾 含 有 某 个 区 间 , 则 (ED) 中 
=1 


至 少 存在 一 个 子 集 含有 该 区 间 。 


证 明 。 令 7o 是 属于 【所 的 一 个 有 界 轩 区 加 ,车 定理 的 结论 不 真 , 则 Jo 竺 1， 网 

=1 
存在 一 点 z€10 一 上 1， 央 为 Ei1 基 闭 亿 ， 所 以 存在 一 个 舍 有 Zz1 且 不 与 上 1 相交 的 淫 区 
闻 忆 三 10， 依 此 类 推 ， 车 已 经 作出 了 Tn-1s 网 必 有 一 成 Tn Eln-1~Es, 进而 又 有 
xznE [n=1a-1, 有 fi Er =$, 根据 区 间 姿 定理 ， 必定 存在 一 点 TE Up 于 是 


骨 一 内 


rElo， 但 臣 f 拟 U Ei, 这 一 牙 逢 证 明了 贝尔 范 随 定理 的 正确 性 。 
=1 / 

B-4。 令 /(n) 夫 示 球 面 被 x 分 大 圆 (无 三 个 共 点 ) 分 成 的 区 
域 个 数 ， 则 易 知 f(1) =2，](2) = 4。 注 意 任 何 两 个 大 圆 都 有 且 
仅 有 两 个 交点 ， 因 此 第 n+ 1 个 大 圆 与 前 面 4 个 大 圆 将 会 区 于 2m 
个 点 ， 从 而 第 n+ 1 个 大 图 被 分 成 24 条 纺 。 其 中 每 一 条 弧 都 将 原 
f(D 个 区 域 中 的 某 一 个 分 成 两 个 ， 并 且 徙 此 不 重复 。 由 此 可 得 
逐 推 关系 式 

fm+1)=2n+ fn), n>1, (1) 
指 此 不 难 解 得 


* 闪 尔 (Bailre)。1874 一 1932， 法 国 数学 家 。 
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fn)=n* ~n+2, 1 之 上 。 

由 于 /0) = 1、 故 上 面 的 网 推 关系 式 〈17 及 其 解 对 于 = 0 不 能 
成 立 。 

Bs。 设 4 为 一 正 整 数 ,4 与 /4 为 uw 的 两 个 约 数 , 若 4 之 Wu ， 
则 &/d 和 wx 。 因 此 4 的 全 体 正 约 数 中 ,至 少 有 一 半 不 超过 4， 
从 而 4 的 全 体 正 约 数 的 个 数 不 超过 2w z。 

在 本 题 中 ， 忆 是 n 个 相 异 正 整 数 的 最 小 公 售 数 , 因此 ww, 至 少 
有 rn 个 正 约 数 ， 于 是 2WVu, 宇 rn。 由 此 推 知 收敛 级 数 >4/n* 是 


51/w, 的 强 级 数 ， 这 就 证 明了 世 1/4s 的 收敛 性 ， 


B-6。 设 DD 为 单位 圆 盘 ，P 为 圆心 , Pp 表示 圆 稚 内 两 点 间 的 距 
离 阔 数 ， 

假定 D 是 两 不 相交 而 又 可 苞 合 的 集 4 与 B 的 并 , PE 4, 记 XY 
7" 是 从 A 到 B 的 又 合 上 映射 ” 则 p* EB。 作 DD 的 直径 rs.Lpp"， 注 意 

VaEA—S>p(p, oO)<1, yoEB—>p(p, 0)<1 

及 pp”, rt)=p(p”, 5)>1, 
即 知 rE€EA,，sEA. 

又 因为 PG"，s")= plr，s)=2。 所 以 r*s* 也 是 了 的 直径 ,再 
由 pCp*，?*)=pCp,，7?) = 1 即 知 ，?" 也 是 D 的 圆心 。， 于 是 D = 了 ，。 
这 与 4 门 B=$ 巴 朱 。 因 此 D 不 能 分 成 两 个 不 相交 的 可 符合 子 集 ， 
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上 午 试题 


A-1 设 三 角形 4BCth /A</C<90"*<LB, LA, LB 
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的 外 角 平 分 线 〈 从 角 顶 到 对 边 延 长 线 止 ) 之 长 都 等 于 4B。 试 求 
出 一 4 的 度数 。 
A-2。 试 证 对 任何 正 整 数 n， 


[(s 1})/2] nh oF 7 : 1 IN 2 
| n (省 = 元 ( 1 小。 


式 中 [zx] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 ，(， ) 是 二 项 式 系数 即 组 合 


数 ， 约定 (0 )=1, 
A-3。 证 明 对 任意 的 实数 序列 a,，a,，…， 下 面 两 个 条 件 


eliol 十 eica 十 。， 十 Erion 


lm 一 一 一 一 一 一 = (Ci) 
lm a (ii) 
总 是 等 价 的 。 


A-4。 在 某 次 舞会 上 ， 假 如 没有 一 个 男孩 同 每 个 女孩 都 跳 
过 甸 ， 但 每 个 女孩 至 少 同一 个 男孩 跳 了 舞 。 证 明 一 定 有 两 对 舞 
伴 95 及 9787， 他 们 中 的 5 没有 和 59/ 跳舞 ，9 没 有 和 57 跳舞 〈 此 处 
9 一 女孩 ， "一 男孩 )。 

A-5。. 有 多 少 种 方法 能 将 从 1 到 的 n 个 整数 排 成 下 面 的 排 
列 ， 除 了 左边 第 一 个 整数 以 外 ， 每 个 数 都 与 它 左 方 (不 必 相 邻 ) 
的 某 一 个 数 相差 1? 
”4-5。 在 馆 卡 儿 平面 直 角 坐 标 系 X*y 上 ,证 明 直 线 Wz+vy=1 
与 犁 线 x" +y"=1 lm>1) 相 切 的 充 要 条 件 是 w+v"= 1 及 m+ 


n! = 1。 
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1 3 
ia 站 人 E Ces 4 20 £1 te) eds de 
0 0 2n 


B-2 有 1 名 选手 D1，p:，…，P， (n>1) 参加 第 环 赛 ， 每 
名 选手 与 其 他 各 选手 都 赛 一 场 且 规 定 无 平局 ,用 w: 与 !, 分 别 表示 
选手 p, 赢 与 输 的 场 数 ， 证 明 

5 w= Dl. 

B-3。 试 证 边 长 为 整数 而 面积 在 数值 上 等 于 周 长 的 两 倍 的 
直角 三 角形 ， 正 好 有 三 个 。 

B-4 考虑 函数 
(+ Der (er 
(1)+(3)r+(s)e :+e 
式 中 nn 为 正 整数 ,试用 含 f(7,n) 与 x 的 有 理 式 来 表示 f(x,n+ 1)， 
由 此 ， 或 用 别 的 方法 ， 对 适当 的 z 回 定 值 求 limf(z，)， 

B-s, 考虑 V 个 不 同 对 象 c， D， Cs ”9 K 的 非 序 对 的 集合 ， 
其 中 如 有 三 个 这 样 的 非 序 对 bc，ca ,cb 便 称 为 形成 一 个 三 角形 。 
求证 车 4BE<V:， 则 选取 BE 个 非 序 对 而 其 中 不 形成 三 角形 是 可 能 
的 。 

B-6。 设 4，B8,，C, DD 是 平面 上 四 个 不 同 的 点 ， 使 得 过 A 和 
B 的 每 个 圆 与 过 C 和 DD 的 每 个 贺 相 交 ( 或 重合 )。 证 有 明 这 四 点 或 者 
共 线 或 者 共 图 ，。 


f(7,n) = 


s AT .。 


解 洛 


A-1。 设 人 4A 的 外 角 平 分 线 交 直线 BC 于 X， 人 LB 的 外 角 平 分 
线 交 直线 AC 于 Y。 若 假定 C 位 于 B 与 X 之 间 则 同人 B> 人 C 相 矛 
盾 ， 故 我 们 可 以 断定 8B 位 于 X 与 C 之 间 。 同 理 , 由 人 4 二 人 C 可 知 
C 位 于 A 与 Y 之 间 。 

如 果 Z 是 直线 4B 上 一 点 且 B 位 于 4 与 Z 之 间 ， 我 们 从 二 角 
形 ABY 有 ~ZB7=2~4, 所 以 /BXA= /ABX= /LBC= 


2 /ZBY=4/AA， 而 三 角形 ABX 的 内 角 之 和 为 90° -也 /At+ 


8LA, .LA=12°. 
A-2。 在 给 定 的 和 式 中 作 代 换 s=n~r。 则 


n 六 
(nm—1}/2) 
的 | 一 凡 十 25 ( )| 
也 也 一 和 


{2 ()} 


r= 人 0 


2 


上 


一 [te 一 1)/2] 


一 人 一 
co 
| 
We 
we 
只 二 
ee 
ws/ 
fa 


> {S20))" CD 


Fo 1} 


当 ( ~ 31) 为 偶数 ， 则 [(a- 1)/2j]=(n~1)/2,，n~[(n~1)/2] 
=1- (n-1)/2= (n+1)/2。 这 时 (1) 式 的 左 、 且 两 边 和 号 内 的 
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项 数 相 同 ， 和 数 相等 ， 而 且 按 /编号 怡 为 从 0 到 (Ra- 1)7/2， 百 从 
(t+1)72 到 nn， 一 项 不 仙 。 所 以 


| nor 1 2 [有 一 7 21 n— or 7 2 
Si 2 (0) 
当 (n 一 1) 为 奇数 ， 则 [Cn 一 1)/2]=m~-2)/2,n~ [nm- 1)/21= 
n(n~-2)/2= (n+2)/2。 这 时 (1) 式 两 边 的 项 按 r 编 号 为 从 0 到 
Cn 一 2)/2， 再 从 Cn+2)/2 到 n， 中 间 馈 了 编号 为 4/2 这 一 项 。 但 


是 注意 到 车 r=n/2， 就 有 {了 二 红 (”))》=0， 即 这 一 项 为 0. 所 
utp 有 {0 )} -2 立 { 人 (站 


2 ,7 、2 


> {0")) 5 (2) (1) 


= 了 (,) -4Z7()()+4ZGC)() 
-0)-45( 0) rT) 
=- (7)-4( 和 )-= 加 ‘(1 ) 
~ {22 DD 4 DY (2 
= (1 ). (2) 


A-3。(i) 蕴涵 (ii), 这 可 从 一 个 收敛 序列 的 子 序 列 收敛 于 
原 序列 的 极限 的 事实 来 推 知 。 
下 面 令 cr=exp iarS(1)==c1+ cs+*，' 十 C1 来 简化 记 法 , 注 
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意 到 1c,| =1 与 1SCt+k) ~ SCt)| 和 KK。 现在 设 (ii) 成立 ， 记 以 = 
n+k (0<k<2n)， 则 

| SC(m) Sn’) 

| m nn2 


< SC(m) _ S(n’) 

nm mm 

+ | SC ) _ SC(n’) 
n m 


< 
m 了 2 m m m nn2° 


所 以 lim(S(m)/m 一 SCn?)/n*)=0， 就 是 SCm)/m 收 化 于 a 


A-4。 设 2 是 同 最 多 女孩 跳舞 的 男孩 (也 许 有 别 的 男孩 也 同 
这 么 多 女孩 跳舞 ， 但 不 可 能 同 更 多 的 女孩 跳舞 )，9/ 是 没有 同 4 
跳舞 的 某 个 女孩 , 而 2/ 是 同 9/ 跳 了 和 舞 的 男孩 。 那 么 2 的 舞伴 当中 
必 有 一 个 女孩 9 是 没有 同 27 跳舞 的 〈 否 则 6' 将 比 2 有 更 多 的 舞 
伴 )。 这 样 的 两 对 舞伴 92 及 90407 就 解决 了 问题 。 

A-~5。 对 1 到 ” 作 符 合 题 意 的 每 一 个 排列 和 赂 简称 为 8 排列 , 当 
=2 了 时， 可 得 2 个 2 排列 ，12，21 当 n= 3 时 ， 可 得 2: 个 3 排列 ， 
123，213，231,321; 当 n=4 时 ,可 得 2 个 4 排列 ，1234，2134， 
2314，3214，2341，4321，3421，3241。 据 此 ,我 们 会 猜测 n 排 
列 有 两 条 性 质 ，(i)》n 排 列 必 以 1 或 rn 结尾 ，(ii》 nm 排列 的 个 数 为 
2 一 : 。 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 。(i) 假定 n=k 时 论断 真确 。 则 当 
n=k+1 时 ， 任 取 一 个 + 1] 排列 &= aa， 者 gil 夫 ] 或 
k +1， 我 们 从 c 中 删除 KE+ 1， 则 由 轨 纳 法 假设 知 这 个 K 排 列 的 末 
尾 ois =K。 但 上 + 1 位 于 k 前 面 不 论 什么 位 置 ,， 4 都 不 能 成 为 K+ 1 
排列 。 这 个 矛盾 表明 任 一 rn 排列 必须 以 1 或 n 绍 尾 。 

(ii) 假定 n ~ 1 排列 的 个 数 为 2”* 则 对 其 每 个 末尾 深 上 n 即 
可 得 tn 排列, 个 数 仍 为 2"*。 又 对 此 每 个 n 排列 作 下 述 一 一 映射 ， 
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CI103: Cr 1X-> 用 十 工 一 CGI, 有 十 工 一 Ge 用 十 工 一 Gy 
恰好 得 到 以 1 结尾 的 M 排 列 ， 共 2 个。 由 (i) 的 结论 即 知 ， 全 
你? 排列 的 个 数 为 2.20 =22 :。 

A-6 这 个 问题 并 非 人 普遍 成 立 ， 除 非 z，y，w,，v 满足 某 些 
观 严 的 限制 条 件 。 例 如 ， 当 它们 都 非 负 时 可 能 成 立 (但 也 还 不 
充分 ， 见 下 )。 即 令 如 此 ， 车 为 有 理 数 , 具有 奇数 为 分 子 和 分 
母 ， 则 当 w+v">>1 时 有 切 于 曲线 的 切线 ;， 帮 mm% 是 以 奇效 为 分 于 
偶数 为 分 母 的 有 理 数 ， 则 尽管 &，v 适 合 避 +v"=1, 而 直线 WX 十 
vy= 1 仍 不 与 曲线 x"+y”"= 1 相 妇 ， 

在 下 面 的 证 法 中 ， 我 们 用 到 对 于 非 负数 a 及 正 数 r,s 有 (a'): 
= 4 的 事实 。 

设 (zx,，，yo) 是 曲线 x"+ 扩 =1 上 一 点 。 过 这 点 的 切线 为 
ro" 17T+Y3 :y=1。 它 形 如 wz +vy=1, 其 中 W=x8 ,v=y9 
(tw，v 非 钠 )。 由 关系 式 m"!+n-!=1 得 n=m/ (m~1)， 则 有 
W"+v" =7T+yo=1, 

反之 ， 设 m-!+R!1=]，wW，v0 为 非 负 且 使 Ww”"+w"=1。 我 们 
定义 zo = 二 WwW”,yo 二 0 那么 Xo ,yo 非 负 旦 X65 +y=Ww +v"==1。 
于 是 (Xo。，yYo) 在 基线 x"+y"=1 上 上 ， 并 且 根 据 前 面 的 计算 ， 直 
线 uz+vy= 1 是 该 基线 的 切线 ， 

8-1。 作 恋 量 代 换 Xi->1 一 XxX， 得 


irl 1 TT 
人 cos?{ -Ee + te tae) drideaedz, 


0J0 0 过 及 


1 了: 到 
-| | sin?{ -Er, 二 完 。 十 + zn) jdridaa dze， 


0 

注意 到 左 、 右 两 被 积 瑞 狐 之 神 多 名 分 为 1 所 以 应、 右 两 式 都 等 
1 . 

全 


于 ， 取 极限 仍 为 
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和 


| 
B-2。 显然 w+ l=n-1, (r=1,2, DD 且 w= 并 1 
1 和 


则 
> W? — > 7 2 二 » CW — L) CW, + 4.) 


= CD 5 CW 一 


=(n—1).0=0, 
B-3。 所 有 的 毕 氏 三 重组 能 从 X= 和 \(p*: ~-q*),， y=2Xpg， 
2 二 入 (p: +4?) 获得 (关于 毕 氏 三 重组 ， 即 勾 股 数 ， 可 参看 例如 
陈景润 * 初 等 数论 2?， 科 学 出 版 社 ,1978，zp.64。 注 意 这 里 多 了 
系数 。 一 一 译 者 )。 其 中 0<q<p，p 与 4 互 素 上 且 P 夫 4mo0d2, 和 
为 任意 自然 数 。 
题目 要 求 有 二 y= 2(7+Yy+2), BM (p* ~q°)pq= 2\(p? — 


q: ++2p4+p* 十 4 )， 化 简 得 和 (p~4)q=4。 因 为 p~ 4 为 奇数 ， 推 
知 D~4=1 而 这 仪 当 q 为 1 ，2，4 才 能 适合 上 述 关系 式 ， 
当 qg=1， 则 p=2, A=4, X=12, y= 16, 2= 20, 
当 q9=2， 则 p=3, 和 A=2, X=10, y=24,，2Z=26。 
当 q=4, 则 p=5, A=1, x=9, Y=40, 2=41, 
B-4。 根 据 组 合 恒等式 


n+] ? nH .HP 
( ，)=(,)+(,_1)” 个 玲 推 得 
fx, n)+z 
fx, n)+1° 


当 n->co 时 ， 若 zx 能 使 f(x，n》 收 伍 ， 记 极限 为 ECz) 必 满足 
F(z) = (F(Z) + 7X)/(F(7X) +1)， 得 F*(x) =x*， 现 在 证 明 对 任何 


fx, n+1)= 
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正 数 zx 都 收敛 于 wz。 当 z= 0，1 显 然 如 此 。 注 意 〈 可 用 妇 纳 法 
证 ) 


(+r)"+(l-V i) 
eM TT TEST 


当 0 < 之 XY 之 1 时 ， 记 d= (1-V xz)/(1+vr), 则 0 之 a 过 1 而 


1+9G- 
1~—a’ 


当 z>>1 时 ， 记 8= (VFE-D/vV r+1)， 则 0<b 近 1 而 


一 -> > 。 


2 也 ) 一 7 


frm) = ET VE. 


当 z<0， 则 zx 为 纯 虚 数 ， 利 用 复数 的 三 角 图 数 式 令 1+ 
wz =r(cos0+isin 0)， 可 得 
fx, n= -iv zctg1O， 


当 n->co 时 极限 不 存在 。 车 x 为 其 它 复数 ， 则 A z 的 两 根 关 于 原 
点 对 称 , 必 有 一 个 处 于 右 半 平面 ,经 过 不 太 复 杂 的 演算 可 知 f (2， 
n)〉 的 极限 存在 ， 且 等 于 x 在 右 半 平面 的 那个 平方 根 。 

8B8-5。 分 这 些 对 象 为 两 个 子 集 {41，4s，*……，4n} 与 {01， 
6,，…，6b,}， 此 处 +n=V。 则 这 mn 个 非 序 对 cp (j=1， 
2,…， 人 而 k=1，2，…，n) 当中 显然 不 含 三 角形 。 若 V 是 侦 
数 ， 则 取 m =n=V/2， 而 车 V 是 奇数 ， 则 到 m= (V+ 1)/2，n= 
(V -1)/2。 就 有 mn 之 V* /4 之 E， 

B-6。 用 反 证 法 。 假 设 A，B，C, D 既 不 共 线 又 不 共 圆 , 则 
线段 4B 的 中 重 线 p 不 会 与 线段 CD 的 中 垂 线 g 重 合 . 有 两 种 情形 ， 
(1) 若 直 线 p 与 4 相交 ， 则 它们 的 交点 是 两 个 同心 圆 的 圆心 ， 一 
个 圆 过 A，B， 另 一 个 圆 过 C，D。 这 两 圆 当 然 不 相交 又 不 重合 
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(否则 四 点 共 圆 )， 与 题 设 康 盾 。(2〉 若 P 与 9 平行 ， 则 直线 AB 
与 CD 也 平行 ， 考 虑 分 别 位 于 Pp，49 上 ， 又 是 平行 直线 4B 与 CD 之 
闻 的 中 反 的 两 把 与 @， 显 然 ， 圆 4BP 与 CD 没有 公共 点 ,也 与 
题 设 予 古 。 


第 二 十 七 属 (1966 年 11 月 19 日 ) 


上 午 试题 


A-1。 设 Fn) 老 示 数列 0，1，1，2，2，3，3，4，… 的 前 
# 项 的 和 。- 该 数列 的 通 项 为 
-1 当 4 为 偶数 ， 
{~ 1)/2 当 #4 为 奇数 。 
试 证 若 X 与 5y 为 正 整 数 昌 Xx>y， 则 
y= 2+) ~ fr Y). 
A-2， 设 Ga，8，c 为 三 角形 三 边 之 长 ,D= Ce 7 为 
内 切 贺 半径。 求证 
r++ 
A-3。 设 0<zi<1 而 ri = zi(1- zw)，na=1，2,…。 求 证 


lim nx, = 1, 


看 一 9 


A-4， 试 证 从 自然 数列 中 删 去 完全 平方 数 之 后 ， 第 4 个 数 
等 于 n+ {Vn }， 这 里 定义 {V+ ) 为 最 接近 V+ 的 整数 ， 

A-5。 设 C 为 实 轴 上 的 连续 函数 族 ， 工 是 将 C 暴 为 C 的 映 
射 且 具有 下 列 性 质 ， (i) 工 为 线性 的 ， 即 TCci$i+csy,)= 
csTy + czTy:, 式 中 cc 为 实数 中 ,上 在 C 中 。(ii) T 是 局 部 
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的 ， 即 若 在 菜 区 间 1 内 中 ;三 下 ， 则 在 1 内 也 有 Tv 三 十;， 

求证 T 一 定 是 具有 形式 TYYCz) = 了 (XY)YC7) 的 映射 , 式 中 (3) 
是 某 一 适当 前 连续 函数 ， 

A-6。 证 明 表 过 式 


下 午 试题 


B_-1。 设 一 个 凸 多 这 形 忆 含 于 边 长 为 1 的 正方 形 请 ， 试 证 
的 各 边 的 平方 和 小 于 或 等 于 4 。 

B-2。 试 证 任何 十 个 连续 整数 中 至 少 有 一 个 数 与 其 它 各 数 
都 互 系 ， 


8-3。 证 明 ， 若 级 数 可 一 - 收 全 《Pi，Ps，…，Pr，… 为 
n=1 二 和 


正 实数 )， 则 级 数 


和 ps 也 收 合 。 


B-4。 设 有 mn+1 个 整数 适合 关系 ，0<91<4s<*… 
一 a。，， 求 证 能 或 者 从 中 选取 t+ 1 个 数 ， 每 个 数 都 不 能 被 其 
它 册 个 数 整除 ;或 者 从 中 选取 Ha+ 1 个 数 ， 由 小 到 大 排列 ， 每 个 
数 整 除 后 一 个 数 。 

B_5 在 平面 上 给 定 n 个 (n 之 3) 不 同 的 点 ， 没 有 三 点 共 线 ， 
试 证 存在 一 个 以 这 些 点 为 顶点 的 简单 闭 多 边 形 。 

B_6 ， 试 证 微分 方程 久 +e 吃 =0 的 全 体 解 当 z->= 时 均 保持 
有 异 。 | 
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解 葡 


A-1。 容 易 用 数学 归纳 法 证 明 
/CD = 二 /4 当 ” 为 偶 改 ， 
(n° — 1)/4 当 4 为 奇数 ， 
由 于 z+ y 与 ~y 总 是 有 相同 的 奇偶 性 ， 所 以 在 两 种 ( 奇 、 偶 ) 情 
况 下 我 们 都 有 


2_ /m2 
f+D- fe) = +t 7 2 zy. 


A- 2。 可 用 两 种 方法 来 计算 所 给 三 角形 面积 ，4 =Pr 以 及 
A -VGD-a)Cp-5) p=c)。 平方 之 并 令 它 们 相等 ,得 pr? = 
=p(p~a)(p-b)(p-c), 置 *=1/(p-0), y=1/(p- 0), 2= 
1/(p- c)， 可 将 上 面 的 等 式 写 为 


1 _ 1 1 1 
TPyz=2yz( 二 + 地 + =). 


于 是 我 们 仅 需 证 明 yz 十 Xz+ xXy 志 XY* +Y?+2*。 这 极 易 从 熟知 的 
不 等 式 y* + 2 之 2y2，X? + 2 之 272，X? + 之 27Yy 得 到 。 
A-3。 以 (+1) 有 乘 给 定 的 关系 式 得 
(RF Ti =r TT (N+ 1 
=Nhr+ TL1l~ Cnt 1)7, (1) 
为 了 证 明 nx, 递增， 我 们 须 证 1- (+ 1)x, 宇 0。 事实 上 zs = 
(1 一 2Z1)= 一 (xi 一 1) + 了 < 二， zn<a< 坟 一 站 ( 子 一 z,) 之 


(La) srorr=al— 一 一 (42) + 1<-(3-0) + 
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Tr : 夺 a(1 一 0 中。 这样 ， 利 用 涩 学 归纳 法 得 


1/, 1 ,1 
n+ Dron+ Dl- =)=1 Tl, 


进而 hz, 之 (n+ 1)zs1， 故 nz 以 1 为 上 界 ， 所 以 nr 收敛 
于 极限 ww， 此 处 0<nzs<a 扫 1。 现 在 对 《〈1) 式 由 2 到 和 的 情况 
相 加 ， 得 
1 之 (8+ 21=2T +2(1— 372) + Ts(1— 47,) 
Fr Tl~ Nt+1)2,], (C2) 
若 4 去 1， 则 对 所 有 足够 大 的 # 有 [1~ (+ 1)x,1 之 (1-Q)/2。 从 
而 由 (2) 证 得 习 z, 收 你 。 可 是 nz,>zi， 故 了 zx,>>zi 了 二， 


A-4。 为 了 证 明 这 个 公式 ， 利 用 数学 归纳 法 证 明 差 值 A= 
nt {Vn}y-m-1+ {Yn-1})=1 或 2， 而 当 且 仅 当 
n+ {Yn 1} 是 一 个 完全 平方 数 时 上 述 差 值 才 为 2 ,就 可 以 了 ， 


为 方便 起 见 , 令 {VF= TI) = 9. 则 自然 有 4 村 <vH IT<g+ 末 ， 
或 表 为 9 一 0+ 二 <m- 1<q*+4dt+ 二 更 好 。 这 给 出 9 + 5/4 过 
n+{vVn~ 1}<(a+1)? + 十 。 所 以 当 且 仅 当 n= (q+ 1)》 ~ 4 时 
数 n+ {wn 了 是 一 个 完全 平方 数 。 然 而 , 那 时 且 仅 在 那 时 Vn 
>4+ 二 >VM- 1。 换 言 之 ， 那 时 且 仅 在 那 时 有 { "】 


~ {Yn~1}=1， 因 为 这 差 绝 不 会 大 于 1, 

A-5， 我 们 将 证 明 TyCx) = 了 CX)VCr) 对 所 有 EC 有 成立， 这 
里 f 是 函数 1 (就 是 那个 使 所 有 ?都 对 应 于 1 的 通 数 〉 经 T 映 成 的 
象 ， 我 们 对 于 每 个 re 及 出 定义 出 为 

。37T 。 


ur rz) = 人 若 X 志 To， 
Vzo) 在 Z>>7o。 
由 于 T 是 局 部 的 ， 对 于 所 有 Zz 志 zo 必 有 T(z) = TCX)。 另 一 方 
面 ， 册 7 的 线性 性 ， 对 于 z>zo， 有 Ty/(2) = 出 (ro)T1(z) = 
yzo)FGz)， 据 据 了 的 连续 性 ， en 
A-6, i 


和 Rf 到 VF VITIVIi-VITI7TTI7 


=VI+2V1+3w1+4v36， 


致使 我 人 本 国有 有 关系 工 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 = 


(n>2), (1) 
这 可 出 (nt+2)?= n+4n+4=1+mt1) n+3)=1+ (n+1) 
n+ 3) 7 以 及 洲 学 归纳 法 来 证 明 。 于 是 我 们 有 


3> VI Ir 
(2) 
为 了 建立 一 个 反方 向 的 不 等 式 ， 注意 到 对 于 任何 a>>1， 有 
VITmz<vV Viri。 在 《1) 式 中 倒数 第 二 个 根 号 内 取 
VmT257 为 x， 利 用 这 里 的 不 等 式 。 然 后 对 层 层 根 号 利用 类 
似 的 不 等 式 ,可 一 直 将 (n+ 2)" 提 到 最 前 面 ,这 里 a= (二 ) ， 
即 有 
3 二 (2 LHI I+ Gm DVItn 
(3) 
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在 (2)，(3) 两 式 中 均 令 h->00 就 可 得 证 ， 

B-1. 说 ?P|， P,, "9 P, 是 P 的 项 成 ，P 1， P,, "sy P, 是 
P.，P;,，…，P, 在 正方 形 一 边 上 的 投影 ， Pi，P，，…， 了 :是 
P.，P,，…，P 了 ,在 与 前 一 边 牌 直 的 另 一 边 上 的 投影 。 由 于 P 是 
同 的 ， 第 一 边 至 多 被 线段 P1 P。， "ys P’_,P; 1' Ps,, PsP; En 
次 .因而 得 不 等 式 P? PE +…+P/P? 2. 同 理 P77 PY + 
PrY Pp? <2. 将 这 两 个 不 等 式 和 加 并 利用 导 代 定理 即 得 结论 

8B-2。 任 何 十 个 连续 整数 ,它们 两 两 之 差 的 绝对 值 志 9。 因 
此 ， 从 中 任 取 二 数 4，5 车 不 互 素 ， 则 4，56 的 公 因 数 d 应 满足 不 
等 式 2<d 志 9。 故 a，5b 的 公共 素 因 数 只 能 是 2，3，5, 7。 

十 个 连续 整数 必 有 5 个 奇数 ， 能 被 3 整除 者 至 多 有 两 个 奇 
数 ， 两 个 偶数 。 能 被 5 整除 者 必 有 一 个 奇数 ， 一 个 偶数 。 能 被 
7 整除 者 至 多 有 一 个 奇数 ， 一 个 侦 数 。 综 上 所 述 ， 至 少 有 一 个 
奇数 不 是 3，5，7 的 倍数 ， 它 显 然 3 全 8 个 整数 开标。 

B-3。 令 qg,=pi+p+…+p(dqo=0)。 我 们 需要 通过 了 = 


5 一 去 估 计 Sy= > 2 -qn-1)e 


S < t+ 一 放 ~ 4 
注意 N 7 De Tq (q 1) 


/2 n2 
二 一 一 十 
pi 六 一 号 dn-!1 半 二 3 dn 


N—1 N 
1 n+ 1): Wm? 
一 + S++ Si. 


N 
< 5 rT + 之 T 


pi 但 一 乌 dn 有 一 昂 dn 
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根据 许 瓦 尔 兹 不 等 式 
(S22 二 ) < De 


因而 Sy< +2V SnT + 了 。 
1 


从 这 二 次 不 等 式 便 得 SnwswT +w 27T+5/p，。 

B-4。 对 满足 1<is<nn+l 的 每 个 i 由 ai，4ai41，…， 
Gnn4 1 中选 出 一 链 以 4; 为 首 项 , 且 链 的 每 一 项 能 整除 它 紧 接 的 下 
一 项 并 以 n; 表 示 链 的 最 大 长 度 。 如 果 所 有 ni 不 大 于 n, 那么 这 些 
链条 的 个 数 将 不 少 于 + 1。 从 这 些 链条 中 各 选 出 其 最 大 数 , 并 
按 由 小 到 大 的 顺序 记 为 

a <b, bib bann 
其 中 Kk 宇 m+ 1。 在 61，…，65s: 中 ， 若 存在 bi 18;， 则 刀 就 应 是 0; 
所 在 链条 中 心 后 面 的 一 个 数 。 这 与 上 述 最 长 链条 的 假定 矛盾 ， 
因此 5;，…，60: 中 任何 一 个 都 不 能 被 比 它 小 的 数 整 除 。 

B-s。 设 这 些 点 为 P1，P 了 ,，…，P,。 对 于 《1,2,…,n) 的 每 
Co os …，04,) 我 们 可 连结 成 一 个 闭 多 边 形 ， 名 之 
为 上 ,了 上 。， 。 这 样 ， 我 们 可 得 (~ 1)1! 个 不 同 的 闭 多 运 
形 ， 二 的 我 们 指出 那个 周 长 为 最 短 的 这 些 多 边 
形 的 任何 一 个 是 简单 的 。 事 实 上 ， 由 假设 没有 三 反共 线 ， 一 


自 交 发 生 于 当 且 仅 当 两 条 线段 如 P。, P,, 与 P,P,,,, 彼 此 相交 ， 
可 是 这 样 一 来 闭 多 边 形 Ps, …Pos_Ps,Po, Po, Po Po,,P,, 
会 有 更 短 的 周 长 , 所 以 若 P。,…P。,P,, 为 最 短 就 不 能 是 自 交 的 ， 

解法 二 ， 取 某 两 点 卫 ! 与 P: 使 得 所 有 其 它 扎 位 于 上 :与 上: 连 
线 的 同 侧 。 每 点 Pi(>>2) 确定 PP 与 PP, 之 间 的 夹 角 90; (0<0; 
<Tr)。 根 据 假 设 ， 若 1 汪 ) 册 6 关 六 。 攻 (人 fa ，14，… 和 72) 是 (3，4， 
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…，n) 的 一 个 排列 ， 使 得 91, <0,, <…<0j，。 则 PiP:Pi ,Pi， 
“PP;. 了 ,是 一 简单 闭 折 线 、 
B-6。 以 e“*y' 乘 方程 ， 并 从 0 到 了 积分, 我 们 将 项 重 排 后 得 


下 
y (D+ ?| esy'y"de= y:(0)。 
注意 对 于 某 个 8€ [0、T] 必 有 
T 机 
2| einde= 中 [0dz= {YC0)) ?~ {y'(0)}’, 


于 是 得 到 y?(T)+{y/C6)}?=y*(0) + {y/(0))?, 


第 二 十 八 属 (1967 年 12 月 2 日) 


上 午 试 题 
A-1。 设 /xz)=aiSsinz + aysin22+ … + GanSinhz， 式 中 Ci1， 
G:，…，9G" 是 实数 ，2 是 正 整数 。 若 对 所 有 实数 zx 有 |f(x)| 专 
[sin z|， 求 证 
1a 二 2 + +ha,| 志 1, 
A-2。 定义 5S, 为 1。 设 5 为 某 一 类 nxn 矩阵 的 总 数 (n 之 1)， 
这 类 和 矩阵 的 元 素 为 非 负 整数 且 具 有 人 性质 qij = 4;i;, Ci,j= 1,2,…， 


n) 以 及 > aij= 1， (=1,2,…,h)。 试 证 
i~=1 
(a) Sry1 = SO, + nh, 1, 
eX 07 , 
Cb) ZS P(e+ 2) 这 时 expCx) 一 e 。 


A-3、 考 虑 在 0<z<<1 内 有 两 个 不 同 零 点 的 整 系数 多 项 式 
qz: 一 bx+ c( 式 中 4，65，c 汪 0)。 找 出 并 且 证 明 满 足 上 述 条 件 的 
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多 项 式 的 最 小 系数 4。 
A-4, u (z)=1 | uuly -dl 
为 定义 在 0<z<1 上 的 实 值 函数 ， 证 明 若 M> -> ， 就 不 存在 ， 


A-5。 试 证 边 嚼 由 至 多 为 数目 有 限 的 直线 段 组 成 ， 而 面积 
人 至 少 存在 一 对 相距 为 1 的 后 。 
6。 给 定 实数 41，as:，as，44,， 0b1，b;， bs，6s。 有 
a10, ~abi 和 0。 考虑 线性 方程 组 
GIXZ1 十 G22 十 G373 十 QQ4X41( 
pizi+pb2zy+epiza+psxz=10 
的 zi(Ci= 1，2，3，4) 全 不 为 零 的 解 集 。 每 个 这 样 的 解 确定 一 个 
“ 正 、 负 号 的 四 重组 ”( 这 里 正 、 亿 号 指 Y1，Xs ,Xs。，X4 的 符号 )，。 
(i) 试 确 定 不 同 四 重组 的 最 大 可 能 数 且 。 证 明 你 的 绪论， 
(ii) 研究 上 述 四 重组 个 数 达 到 最 大 时 实数 4;，b; (i=1,2， 
3，4) 应 当 满足 的 充 要 条 件 。 


下 午 试题 


B-1。 设 (4BCDEF) 是 半径 为 的 圆 的 内 接 六 边 形 。 试 证 若 
AB= CD=EF =r， 则 BC，DE，FA 的 中 点 是 一 等 边 三 角 形 
的 顶点 。 

B-2， 设 0 委 p 么 1，0 科 r 委 1， 考 虑 恒等式 

(i) (pr+ (1—pDY) = AZ +Bryt+Cy’, 

(ii) (px+ (1—-PYCGrr+ (1-7)Yy) 一 42 十 BY 。 
求证 (就 题 设 范围 内 的 D 与 站 

(a) max{A, B, Cl}>4/9, 

(b) max{a, B, Y} 宇 4/9, 
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B-3。 设 连续 实 阔 数 1 与 9 都 是 周期 为 1 的 周期 函 激 ， 求 证 
tim| f(r)g na)dr = (| f(z)dz) (| g(z)dz)。 


B-4。(i) 在 保险 室内 放 着 编号 为 1，2，3，…，n 的 n 个 保 
险 柜 ， 原 来 都 锁 着 。 一 个 职员 进行 一 系列 名 之 为 Ti，Ta，…， 
T, 的 操作 。 这 里 Ts (1<k<n) 是 指 对 所 有 那些 而 且 仅仅 那些 纺 
号 为 上 的 倍数 的 保险 柜 进 行 一 次 由 上 锁 变 开锁 或 由 开锁 变 上 锁 
的 澡 作 。 完 成 这 步 操作 之 后 发 现 ， 现 在 是 上 且 只 是 那些 编号 为 
完全 平方 数 的 保险 柜 的 锁 开 着 。 请 对 此 给 予 数学 证 明 。(ii) 研 
究 出 几 种 在 数学 上 有 意义 的 操作 程序 ， 使 得 能 分 别 打开 编号 为 
完全 立方 数 的 柜 ， 或 形 如 2m: 的 数 的 柜 ， 或 形 如 m? + 1 的 数 的 
柜 ， 或 你 自选 的 非 平凡 的 类 似 数 的 保险 柜 。 

8-5。 试 证 (2 ~ 1)-" 的 二 项 展开 式 的 前 ”项 的 和 是 1/2， 式 
中 # 为 正 整数 ， 

B-6。 设 /是 定义 在 z2+ 给 和 1 上 且 具 有 侦 导 数 的 实 函 级 ， 
1FGz， 儿 1 入 1。 求 证 在 这 单位 圆 内 有 一 点 (ro,yo) 可 使 


(Sf xo, yo)) + (Yo, yo)) <16. 


解答 
A-l,。 |al+242+'' +na,| 


1 fe) 10) | | 
=|f/‘(0)1=Hm 


f (7) 


SIN x 


sin x 
Tt 


=lim 


= lim 
+* 人 0 


{72) | 1 
sin x ” 


A-2。(a) 5, 是 nxn 对 称 的 “ 置 淡 写 阵 ”的 数目 (所 亩 置换 矩 
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阵 就 是 每 行 每 列 只 有 一 个 元 素 为 1， 其 余 元 素 全 为 0 的 抢 阵 )。 

设 a14= 二 1。 帮 k= 1, 则 有 Sn- i 个 方法 去 构成 这 nn 阶 矩阵。 知 k 才 1， 
则 ais=a4 =1， 从 而 删 去 第 一 行 第 k 行 及 第 一 列 第 k 列 剩 下 一 个 
《nn 一 2) x (n -2) 对 称 的 置换 矩阵 。 可见 S,=S,-1+(n~1)S,-2:。 


(6) 令 F(z)= 也 和 5)， 级 数 对 所 有 7 一 致 收 化 由 
/ 加 一 一 
F/(7X)= > {S07 人 


Le 


~” n~ 1 n— 1 
一 Sn _ -一 + 所 一 S,. -| 
Ss,., G+ DS,-: 


| (1 — 1)1 
™ E20 和 ~ 1 
A 1+ ZE{5.-: (n ~ 2)1 ' 
=F(r) + XP(r), 
故 F/《(x)/F(x)=1+X。 积 分 并 利用 F(0) = 5 = 
得 F(X) =exp(z + 2*/2)., 


A-3。 设 f(x)=ar?-br+c=a(z—r)(x-s),Nf(O0):f(1) 
a27(7 一 1)s(s -1)。 从 rCr 一 1) 的 图 象 看 出 当 0<r<1 时 有 0< 


Ir Cr- D1< 闻 ， 式 中 等 号 当 且 仅 当 r= 地 时 成 立 , 同 理 0< |sG 


- Di1< 二 ， 由 于 r 了 s， 故 rGr -~ DsCs ~- 1) 过 1/16。 从 而 0<<fC0) 


。f(1) 达 qa?/16。 又 因 4a，6，c 为 整数 大 11(0) ftD。， 所 以 2 
沁 16， 则 ao 宇 5。 : 

考虑 到 e 至 少 取 1， 由 判别 式 b* ~ 4ac 二 0 得 b 的 最 小 值 是 5， 
作 5z: -5z+ 1 发 现 它 在 0 与 1 之 间 有 两 个 不 同 零 点 ， 可 见 这 种 多 
项 式 是 存在 的 。 
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A-4， 假定 有 一 个 解 w。 则 对 z+ 从 0 到 1 积分 得 | u Cz) dz= 
[ide+s| 人 ucy) u(y zydybdz， 后 面 的 二 次 积分 可 改变 
积分 顺序 且 设 | u(x)dz=a， 得 @ = 1 十 川 uc | uc -zdzl 
‘dy。 现 在 保持 y 不 变 ， 令 2=y~ 2 得 2 = 1+ 省 fu | ez?dz 
"dy, 设 /CD = | wcz)dz， 则 a=1+%| f’CDf (dy=1+X|T 
f(D 一 十 12(0)} = 1+》, 工 ez， 即 有 ixz~ 26+2= 0。 由 二 次 
方程 根 的 判别 式 可 知 车， 则 根 0 为 虚数 。 可 见 这 时 不 存在 


那样 的 解 &(z)。 
A-5。 设 区 域 的 最 大 直径 为 24。 用 反 证 法 ， 假 定 d< 二 . 取 


某 个 最 大 直径 为 z 轴 并 以 它 的 中 点 为 原点 ， 该 区 域 必 被 限于 z= 
-d 和 z=d 之 间 。 这 区 域 的 上 边界 与 下 边界 都 是 z 的 函数 。 由 于 
同性 ,可 将 它们 记 为 f(x) 及 -gx)， 这 里 /与 9 在 ~d 志 7+<d 上 为 
非 负 。 我 们 由 计算 点 (z，(z)) 与 点 (-2， -29C=-2)) 之 则 的 距 
离 可 知 当 -ds<z<d 时 有 F(z) +9(-z)<w1-4z:。 至 于 该 区 
域 的 面积 则 由 


d 
| tfc) ~ (~ gC7)) dr 
d 巡 ,| 
=| df) + gar=)| /Ca)dz+ | gC(~t)d(-—1) 


d d _ 
= | ,V0 + 9(— z))dz<| VI dridx 


es 了 II 。 


1 
<j 1 — Ax dr= 
这 个 矛盾 表明 d> 地 ， 即 至 少 存在 一 对 相距 为 1 的 点 。 


A-6。(i) 求解 以 zs 与 Z4 为 目 由 未 知 量 的 方程 组 ， 得 Zi = 
Axst+tBr,, 1, =A,rT, +B,r,, zs = 一 2 2 一 0， 其 中 4,= 
(ga,b0s ~asb,)/(a.6,— a,01), 等 等 。X，， ZX, 平面 内 的 每 一 瓜 
对 应 于 椎 一 组 解 (z:，zs，xzs，2z4)。71 的 符号 取决 于 扣 《Ts， 
z4) 相对 于 直线 4izs+Bire= 0 的 位 置 ， 即 点 (zs，xz4) 在 此 起 
线 某 一 便 时 z, 为 正 ， 另 一 侧 时 z: 为 负 。 同 理 z:，zs，zx 的 得 号 
分 别 按 直线 4:rs +Bszi=0，7zs=0，24 =0 的 两 侧 来 决定 。 工 
述 四 条 直线 都 过 原点 ， 至 多 能 将 平面 分 成 八 个 区 域 ， 每 个 区 域 
内 的 点 对 应 于 方程 组 的 全 不 为 零 解 确定 的 一 个 “正信 号 四 蛋 
组 ”所 以 不 同 四 重组 的 最 大 可 能 个 数 为 8 。(ii) 当 且 仅 当 确实 
有 四 条 不 同 直线 时 才 有 最 大 数 8 。 这 等 价 于 条 件 A :和 0,， 4: 大 
0, B'*0, B,+0, A.B, -APBi 关 0。 它们 可 以 简单 地表 为 
aib;—ajbi0C, ji=1，2，3，4 且 i<))。 

B-1。 将 圆 放 在 复 平 面 (圆心 在 原点 ) 来 考虑 。 则 4，8,(， 
D，BE，PF 可 取 为 模 为 7 的 复数 ， 且 B= 4o@，D=Co，E=Eo。 式 


中 COs 二 isin = 由 于 0 = ~1],， 0@1， 0*~-@0+1=0, 
BC，DE，FA 的 中 点 分 别 是 P= 方 (40+C)， Q= (Cot 了 B)， 


R= SE + 4)。 若 将 线段 GOR 绕 CQ 旋转 z/3， 则 R 被 撤 到 OO+o 


《RQ8)， 这 正 是 PP 点。 所 以 了 P，Q，R 确 夸 一 个 等 边 三 骨 形 的 
顶点 。 
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8B-2。(a) 由 题 设 恒等式 (i) 立 得 4=p*，B= 2p(1 ~p)， 
C=(1~-p)’。 在 区 间 0<<p 志 1 上 作出 这 三 条 抛物 线 ， 它 们 交 截 
成 公共 的 “最 高 曲线 " 形 如 “W”， 其 纵 标 即 max{ 和 4，B, C}。 从 
图 上 可 看 出 最 低 点 纵 标 为 4/9.。 

(5b) 我 们 考 虞 Pr 平面 内 的 正方 形 区 域 R，0 志 P<1，0<? 专 
1。 由 (ii) 得 a=pr,，B=PpC1~r)+r(l~p),， Y= (1~-PD)(1~7?), 
我 们 来 证 明 R 内 没有 一 点 适合 4 二 4/9,，B<4/9,Y<4/9。 

车 &<<4/9，Y<4/9 则 点 (D， 门 位 于 双 则 线 玉 = 4/9 与 (1 ~ 了) 
"(1 一?) = 4/9 之 间 。 这 两 条 双 上 曲线 各 有 一 支 穿 过 R 内 ， 其 项 扩 


这 提示 我 们 作 坐 标 轴 的 平移 ，p/ = 了 一 亏 ， = ~ 二。 则 B= 却 
2p/r/ ,从 而 当 且 仅 当 p77/ 守 >1/36 时 B 之 4/9。 注意 双 曲 线 p''= 
1/36 的 顶点 在 (Pp,，?) = (1/3，1/3) 及 (2/3,2/3)。 观察 渐 近 线 ， 
我 们 从 图 上 看 到 区 域 8<4/9 和 区 域 C<4/9，Y<<4/9 在 R 内 没有 
合 合 部 分 。 

B-3。 因 为 /一 致 连续 ， 所 以 对 于 任意 前 8e>0 存 在 一 个 正 整 
数 n， 使 当 |7 一 y| 二 1/n 时 有 | (x)~-1W)|<e, 


| fe)gcnnde 


nlpmt+1)/n 
一 >| , fx onzr) dr 


m=0 


nl pmt1)/n 
一 >| , fm/n}gnr)ar 


= 0 
"dl Cmt 1)7 
+5| 
7 


搞 下 恬 


fl) ~ fm/ nm) gna) dy. 
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上 面 第 一 项 等 于 (1/n) fCm/n) [gcdt， 当 n->oo 时 成 为 


区 人 改 


(| fx)az) (| rodz ,0 又 


(mt LI/n 

| /人 {f(z) 一 CA/ }gnzx)dz 
(m+1)/n 

<| |f (2) ~ fim/n)| lgnz)lax 


(m+1)/n P 1 
<| , elgnz) ldz<£ | lg ldt. 


于 是 前 面 第 二 项 的 绝对 值 小 于 或 等 于 | 1g(t)1dt， 当 e->0 时 


趋 于 0，。 

B-4。(i) 在 n 步 操作 都 执行 后 ， 第 号 保险 柜 (1<m<n) 
当 且 仅 当 m 有 奇数 个 因子 时 成 为 开锁 。 设 m= pq …r?， 则 m 的 
因子 的 数目 是 (a+1)(B+1)…(《Y+1)， 当 且 仅 当 *，B，… ,7 都 
是 偶数 时 它 为 奇数 。 这 等 价 于 凡是 一 个 完全 平方 数 的 条 件 。 

(ii) 记 Ti 为 对 号 码 是 2k 的 倍数 的 保险 柜 进 行 一 次 开锁 或 
上 锁 的 操作 ， 则 可 得 号 码 为 2m 的 奏 锁 都 开 着 。 而 编号 m*+ 1 
的 柜 的 开锁 ， 有 赖 于 将 T; 改 为 对 柜 号 i (这 里 1~ 1 是 K 的 倍数 ) 操 
作 并 且 约 定 1 号 柜 只 被 T, 所 作用 。 

B-s。 设 (2 -1)“" 的 二 项 展开 式 的 前 # 项 和 为 4,。 则 


4.- DD (+ 1 -- !) D -nr-i 
-2 2) + 全 T2) ba 
2 


i= 人 0 


” JI82 * 


+ (人 2-2n+1l- | 三 (7 Ya- 


一 -7 1 2n— 3 -21+1 9- 
2 + 人 -it 人 (人 1)2 2 


] 28 一 人 一 双 节 
+ 本 A 2 


本 (和 1 ) 一 号 | 


得 4,= 4,-:， 但 41=2-1= 二 ， 所 以 对 于 所 有 正 整数 "都 有 
4 = 工 
凡 2° 


B-6。 考 虑 一 个 函数 9(z， 纺 =Fz，2) +2(z2+82)， 在 单 
位 回 周 上 ， 显 然 9(T， 奶 宇 1， 而 在 原 态 9C0，0) 志 1。 所 以 , 或 
者 9(7，9) = 常数 从 而 f(z,9) = 常数 2(z?:+y *)， 或 者 9C2x,y) 
在 某 个 内 点 有 一 个 极 小 值 、 当 g(x， 引 = 常数 时 ， 不 难 找 到 那 
样 的 内 点 满足 题目 的 要 求 。 而 在 第 二 种 情形 ， 令 (Xx。，yo) 是 
9(z， 幼 的 极 小 点 ， 则 在 (ze，28 7 有 
09 09 _ 


< 二 =“= 一 0， 


oz 0 


因而 中， yo) | <4lzo, [Co yo)| <4lyl. 


也 可 得 到 题目 的 结论 。 
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上 午 试题 


、 1 4rT 7)4 
A-1， 求 证 ， 二 - =| SD 
A-2。 设 G，p8，c，ad，e，1 为 整数 ， 且 ad 关 pc。 求 证 对 任 
何 一 个 正 数 e>0， 必 存在 两 个 有 理 数 "与 S， 使 得 下 缠 两 个 不 等 
式 成 立 ， 
0<jrat+sb-~-el<e, 0<lre+sd~1|<e., 

A-3。 求 证 一 有 限 集 的 全 体 子 集 可 用 下 述 方法 列表 构成 ， 
(i) $ 排 在 家 内 第 一 组 ，(Cii》 每 个 子 集 在 天内 恰好 出 现 一 次 ， 
(iii) 表 内 第 K 组 的 每 个 子 集 ， 都 是 在 前 面 各 组 的 每 个 子 集 髓 
添 进 一 个 新 元 素 而 得 到 的 。 

A-4。 设 球面 {(z，28，2z):， 22+ 扩 +22=1 上 有 Mn 个 定 扎 。 
求证 此 nn 个 点 两 两 之 间 直 线 距 离 的 平方 和 不 超过 nn， 

A~5。 设 V 是 全 体 实 系数 二 次 多 项 式 P 所 成 的 集 。 其 中 Pf 在 
闭 区 间 [0，1] 上 满足 不 等 式 1P(z) | 志 1。 试 确定 su0pA4]P (0) | ， 
PECY)}。 

A-6。 试 确定 形 如 

DE aG;= 二 二 ]，0<<i<n,， 1<n<% 


的 全 体 多 项 式 ， 使 每 个 多 项 式 的 零点 都 龙 实 数 。 


ea 3 了 84。 


下 午 试题 


B-1i，。 设 芝加哥 和 底特律 两 地 气温 分 别 是 华氏 2" 与 内。 这 
两 个 温度 是 相关 的 概率 数据 ， 已 知 ， (i) P (x? =70 ) 是 世 加 
吝 气 温 的 概率 (ii) P(y "=70") 是 抬 特 律 气温 的 概率 ， 
(iii) PC(max(x“，y")=70°)。 试 确定 PCmin(z*，y*)=70°)、。 

B-2。 设 4 是 乘法 有 限 群 C 的 一 个 子 集 ， 4 含有 G 的 元 素 的 
一 半 还 要 多 。 求 证 G 的 每 个 元 素 都 是 4 的 某 两 个 元 素 的 积 ， 

8B-3， 已 知 60° 角 不 能 用 尺 规 三 等 分 。 设 7 为 3 的 整数 信 , 求 
证 360°/n 角 也 不 能 用 尺 规 三 等 分 ， 

B-4。 设 /(?) 在 (~- 吕 ，+%) 内 连续 ， |__fCz)dz 存 在 ， 
求证 ， 

(az 一 二 )da 一 | fod 
b 

B-_5。 设 p 为 质数 ，/ 为 2x 2 矩阵 ( ”，)， 其 元 素 属于 集 
{0，1，2，…，7 了 一 1}， 且 满足 下 列 两 个 同 余 式 ， 

a+d 三 1(modp), ad ~ pc 三 0(modp)， 
试 确定 矩阵 了 的 个 数 。 

B-6。 一 实数 集落 是 闵 的 且 有 界 ， 则 称 之 为 紧 集 。 求证 不 
存在 这 样 的 有 理 数 紧 集 序列 {K,}* ，， 使 得 任 一 月 理 致 紧 集 祁 
至 少 被 某 个 ,所 包含 。 


A-I, ° Xi(1 -x)=w ?~ dr + 82 ~ 417° +2% 
° 383 8 


天 


= (Te ATS +t Tt de: + 4)(r*+1) 
— 4， 


124C1 -~ 7x)! 1 4 4 
4 


2 4..6 5 4 s | 
一 (一 一 一 一 X 十 一 一 X 二 42 一 4a8rct 
(= 6 3 a7) 0 


22 


= -一 一 一 江 


A-2。 根据 实数 基本 理论 ， 我 们 可 以 选择 某 个 有 理 数 p， 

使 得 0<p<*。 关 于 ”"，s 解 下 列 线性 方程 组 

ar + bs=e+p, 

{as rp 
因 ad 关 pc， 故 r，3 有 唯一 解 ， 且 和 展 为 有 理 数 。 解 得 的 r，s 显然 
满足 本 题 列 出 的 两 个 不 等 式 ， 

A-3。 用 数学 归纳 法 证 明 。 对 于 单元 素 集 11}， 列 用 可 得 
[{$}，{1}J， 命 题 正确 。 假 定 命题 对 于 含 nh~1 个 元 索 的 集 
T={1，2，*…，7 一 1} 正 确 ， 对 T 的 全 体 子 集 列 胡可 得 
[fg {1}s {2}, {1, 2}3 3 {n—1}, {1, nn~1}, ', 
{1，2，3，*…，。n 一 1}]。 易 见 表 内 共 n 组 总 计 2”! 个 子 集 ， 现 
在 再 对 这 2 :个子 集 内 各 添 进 一 个 新 元 素 ?， 构成 第 r+1 组 地 
集 。 结 果 即 得 ?个 元 素 的 2" 个 子 集 ， 它 正好 是 按 题 设 方式 列 得 
的 家。 因此 命题 对 任何 自然 数 n 都 正确 ， 

A-4。 将 给 定 的 n 个 点 表 成 单位 向 量 Vi; IV;| =1, i=1，, 
…，1。 于 是 这 "个 定点 两 两 之 间 直 线 距 离 的 平方 和 为 

> Vi-Vi?= > Vi-VD)(Vi-V,) 


) 1ti<jtn 
= (人 -1) > ViVi-?2 > VV, 
ei 和 


es。 了 86。 


=n DS ViVi-| SD ViVit? 5 Vi 


ji 1 人 1 cj 


一 儿 2 ~ ( > VV)) <ns, 


和 


显然 可 见 ， 当 上 且 仅 当 之 Vi=0 时 ， 上 面 的 不 等 式 变 成 等 


下 下 总 


式 . 
A-5。 设 /(z) =az:+bz+c 为 一 任意 二 次 多 项 式 则 


1(0)=0, f(3)= 二 ay 二 b+ ec, f(1)=a+b+c, 


f°(0)=6=4f(3)- 3f60) -10D. 


|PCz) | 入 1， 


1P' (90j<4|P( 二 )| + 31PCO1+IPCD1<8. 


由 于 P(z) = 87x? -87+1E€V， 且 有 1P(0)| = 8， 故 得 
supf | 上 (0) | :FEV=8。 
A-6。 不 妨 先 只 考虑 首 项 系数 au =1。 于 是 Xx" +aiz" ”十 和 
+ cn 的 ?个 零点 的 平方 和 等 于 ci 一 26:， 而 这 2 个 零点 的 积 的 平 
方 等 于 a: 。 由 于 n 个 零点 都 是 实数 ， 根 据 算 术 一 几何 平均 值 不 
等 式 可 得 


G 一 20 i 
0)" 


当 且 仅 当 # 个 零点 都 相等 时 才 成 立 等 式 ， 对 于 本 题 , 上 面 的 不 等 
式 变 成 


2 >>1= 一 >n<3，。 (去 -1 无 意义 。) 


se.337 。 


注意 ，?>1 时 ，as = -1。1=3 时 ， 多 项 式 的 零点 只 能 是 土 1， 
(不 难 检验 另外 的 三 次 多 项 式 只 有 一 个 实 零 点 。) 据 此 即 可 列 岂 
符 人 台 本 题 要 求 的 全 体 多 项 式 如 下 : 
十 (2 一 1)， 二 人 (zZ+1)， 土 (z2+YX 一 1T1)， 土 (Z2 一 了 一 1)， 
十 《KZ3 二 2 一 TY 一 1)， 二 (zs 一 2 一 2 二 1)， 
B-1。 将 事件 Z?" =70”，y"=70"，max (2 8)》 =70 ， 
minCx”*。y" )=70° 分 别 记 为 A4，B，C。D， 则 有 
AlJB=CID, ANMB=CND., 
于 是 P(A)+P(B)= P(AUB)+P(ANB) 
: =P(CUYUD)+P(CND)=P(C) +P(D), 
一 会 Pmin(z”, y°)=70°)=P(x" =70°)+P(y" =70°) 
—- Pamaxr ， 扩 ) 一 70 )?。 
B-2。 设 g 为 G 的 任 一 元 素 , 则 集 {ga ' |a€ 4} 与 集 A4 有 同样 
多 的 元 素 。 若 此 二 和 集 的 交 等 于 #8。， 则 它们 的 并 含有 的 元 素 比 9 
要 多 , 这 不 可 能 。 因 为 4 与 {ga |aE4)} 痢 是 G 的 子 集 。 于 是 
AN{ga la€E A}z#Y. 
从 而 必定 存在 ol，a:EA4， 使 得 
GI=Bas —>68=0104,, 
B-3。 我 们 需要 引用 下 列 三 点 关于 数 域 的 性 质 及 作 图 可 能 
性 的 判别 条 件 作 为 依据 


(i) 设 C 为 有 理 数 域 ， 在 C 内 添 进 元 素 cos-。，- (k 为 正 整 


数 )， 即 得 一 个 次 数 为 欧 拉 函数 p(k) 的 扩 域 ， 可 记 为 
ke ( cos 360_ ):Q |=9(). 
(ii 车 1 是 :全 有 当 扩 域 ， M 是 L 的 有 限 扩 域 , 即 KCLCM,， 
LL:K]<o0,，[M:L]<co， 则 M 也 是 的 有 限 扩 域 ， 且 有 有 


*° I388 。 


[M:E]=[M:L]:LL:K]. 
(iii) 车 给 定 cos-360-， 刚 当 且 仅 当 


| 9 (cos 区- ) O ( cos 3 | 


等 于 2 的 整数 次 等 时 ， cos 350 才能 用 尺 规 作 图 。 于 是 有 
[9 (cos -7 360 ): QO (cos 2 ) jp) = p63k), 


由 欧 拉 函数 的 狂 质 可 知 


3P(K), 3|k; 
ky= 
P35) to 3 tk, 


因此 当 且 仅 当 3 十 Kk 时 ， 角 360°/k 才 能 用 尺 规 三 等 分 、 
B-4。 由 广义 积分 定义 可 得 


|- 1(z- 云 /az= lim | f(z~=)dz+ lim| 7 Ne Da 


"dk 


十 lim | f(z~—=)drt+ Him | 7 f(z -二 )dz， 


| 
=IT,+1,+1s+L,. 
对 1 与 1, 施 行 变数 代 换 
z= CY -VY tA) 
对 1 与 1 施行 变数 代 换 
z= 7+ +4)，, 


这 两 种 代 换 在 各 自 的 积分 区 间 内 ，z 关 于 y 的 函数 者 有 连续 的 一 
阶 导数 ， 因 此 代 换 是 合理 的 。 作 过 这 些 代 换 之 后 ， 我 们 得 到 本 


。 了 89。 


个 关于 变 元 y 的 广义 积分 。 根 据 狂 利克 菜 判 别 法 可 知 , 这 四 个 广 
义 积 分 都 收敛 。 于 是 我 们 有 


/0 i fy) 


] 
{， 十 了 = 寺 | 
1 十 1， 7 _fW(1 5 


y+ 2 十 


(1 十 TT) | feway. 


+ 十 om 
了 :二 了 -| IW (1 Tyt+ 工 | /Cy) 


)av=| 7 (Vy) dy, 


y 
(1 + yr ny 
一 人 | yt 一 一 )dz 一 | roas 十 | fc)as 一 | far. 


B-s。 大 4a=0， 则 d=1， 半 a=1， 则 4=0。 在 这 两 种 情形 
下 。 都 有 bc = 0. 

当 b=0 时 ,c=0,，1，2, "…,，p~1} 

当 c=0 时 ,6=1，2,，…, Pp--1, 
于 是 求 得 J 有 2(p+pP-=-1)=4D~ 2 个 解 。 

若 4 才 0 或 1， 邑 若 

d=2, 3, ,PpP-2, Pp~1, 

则 对 应 地 有 d=p 一 1，P 一 2，…，3，2。 
在 此 p ~ 2 种 情形 下 ， 都 有 pc=ad 关 0 (modp)， 因 此 bc 去 0。 对 
此 Pp ~ 2 种 情形 中 任意 一 对 4，d 的 取 值 ， 我 们 都 可 以 取 6b6 = 1，2， 
,PpP 一 1, 而 c 的 取 值 随 之 可 唯一 确定 。 从 而 得 到 J 的 全 部 解数 是 


4p—2+ (Dp~2)(p~-1)=p*+D, 


B-6。 设 {K,} 是 任 一 有 理 数 紧 集 序列 。 对 任意 的 自然 数 n， 
必定 存在 某 个 有 理 数 r, Ek,， 并 且 0 专 7, 志 1/n。 否 则 ，K, 就 会 


°° 了 J90。 


含有 [0，1/ 凶 内 的 全 体 有 理 数 ， 从 而 含 [0,1/M] 内 的 某 个 无 理 
数 ( 因 为 天 .是 闭 集 )。 于 是 S={0,r:,r, ,…]} 是 一 个 有 理 数 紧 集 ， 
但 S$ 不 锌 任何 一 个 K, 所 包含 。 


第 三 十 届 (1969 年 12 月 6 日 ) 


上 午 试题 


A-1。 设 /A(x， 几 是 定义 在 整个 x-y 平 面 上 的 二 元 实 系数 多 
项 式 。 试 确定 fxz， 包 可 能 取得 的 信 域 范围 
A-2。 设 D, 为 一 n 阶 行列 式 , 其 第 i 行 第 ] 列 的 元 始 为 11 一 川 ， 
(i，7 = 1，2，…，7H)。 求 证 ， 
D,=(~1)"”” (一 1)2。 
A-3。 设 P 是 一 个 不 自 交 的 团 n 边 形 ， 其 顶 扣 为 Pl，P,…， 
P,。 在 P 内 有 mm 个 定点 Q1，Q;，…，Qw。 现 将 n+m 个 后 P， 
…，Qa 中 的 某 些 点 对 适当 连 成 全 部 位 于 了 内 的 线段 ， 使 得 ， 
(i》 剖 分 得 到 的 三 角形 集 T 内 ， 除 项 点 外 ， 边 与 边 不 相交 ， 
《ii) 若 T 内 两 三 角形 有 两 个 公共 顶点 ， 则 它们 有 一 条 公共 边 ， 
(iii) T 内 三 角形 顶点 所 成 的 集 等 于 
{Pi, 2» Ps, Qi “os QO}, 
试 确定 集 T 内 有 和 多少 个 三 角形 ? 
A-4， 设 (x) =xz*， 且 f(0) =1。 求 证 ， 


{srez= > ( 1)"+ 1 
0 


于 一 


A-5， 设 微分 方程 组 
。 391 。 


dz _ dy _ 
r= ~ 2Y+u(t), Hr = ~ 2+ u(t) 


中 的 w(D 是 1 的 连续 函数 。 求 证 不 管 u(t) 如 何 选 择 ， 方 程 组 当 
t= 0 时 ， 满 足 x=26 ,y=y, 的 解 (Xo 三 yo) ,都 不 经 过 原点 (0,0)。 
若 zo =yo， 求 证 对 于 1 的 任 一 正 值 :f。 ， 都 可 以 选择 w(t), 使 得 方 
程 组 的 解 能 经 过 原点 (0，0)， 

A-6。 设 yi 二 Ts-1+27n9 N=2,3, 4, ， 
求证 当 序 列 {tg 收 人 敏 时 ， 序 列 {tzoj 也 收敛 。 


下 午 试题 


B-1。 设 n 为 自然 数 ，n+1 能 被 24 整 除 ， 求 证 4 的 全 钵 约 数 
的 和 也 能 征 24 整 除 . 

B-2。 求 证 任 一 有 限 群 都 不 能 是 两 个 真子 群 的 并 。 帮 将 
“两 ? 改 为 “三 ?， 则 结论 怎样 ? 

8-3。 设 序列 {T,} 满 足 条 件 ， 


TT, =n, n=1, LS， 


lim Ln = 1, 
求证 ， XT1i=2, 
B-4。 求 证 任 一 单位 长 的 曲线 弧 都 能 被 一 面积 等 了 于 1/4 的 算 
B-5。 设 c:，a:，as，… 是 一 递增 的 正 整 数 序 列 ， 且 级 数 
1 
Cn 


同一 1 


收敛 。 对 任 一 实数 z:， 令 k(x) 表 示 {o,} 中 不 超过 z 的 个 数 。 求 证 


。392。 


KT) 


lim— = 0. 
T+ 雍 
B--6。 设 A，B 分 别 套 3X ?及 2Xx3 钴 阵 ， 并 且 
8 2 -2. 
an-| 2 5 44). 
一 2 4 5 


求证 ， BA=( 小 


解答 


A-1。 由 f(x，y) 的 连续 性 可 知 ，f 的 信 域 是 连通 的 。 即 若 
0， 在 j 的 值 域内 ， 且 ce<c<2o， 则 由 中 间 值 定理 知 ，c 也 在 的 
值 域内 . 

若 |f(x，y) | 有 界 ， 则 一 元 多 项 式 1(x，Kx) 对 任意 实数 都 
只 能 取 常 数值 ， 故 必 有 f(x，y) = 了 C0，0)。 在 此 情形 下 , f 的 值 
域 仅 为 一 点 。 

若 | jz，2) | 无界， 则 1 的 和 值 域 可 有 下 列 三 种 情形 。 (i) 全 
体 实 数 。 例 如 f(z，2) = xz，(ii) 含有 端点 的 半 无 穷 区 间 ， 例 如 
f(z， 纪 = ~y:+c 的 值 域 为 (co6，cj; (iii) 不 含 端 点 的 半 无 
穷 区 间 。 这 一 情形 的 例子 较 难 举 出 。 我 们 可 用 下 述 方 法 获得 成 
与 z 轴 平行 的 抛物 线 族 ， 使 其 顶点 的 直 坐 标 随 y-> + cc 而 单调 减 
少 趋 于 某 个 常数 。 例 如 f(z， 细 ) = (zy ~ 1) + x? 的 值 域 就 是 (0， 
+ co )。 

A-2。 将 D, 的 第 一 列 反 号 加 到 其 余 各 列 ， 然 后 将 第 一 行 加 
到 其 余 各 行 。 于 是 我 们 有 


。39j 。 


0 ] 2 nl 
1 -1 0 玉 一 3 
12 -1 -2 nn—5 
-2 一 1 一 2 一 开 十 3 
-1 -1 -2 … -n+]l 

1 2 n—l 


0 2 ' 2n—4 
| 2 1 2 =(~1)"!(n-1)2"?, 
hn-20 0 » 2 
1 一 0 0 ... 0 
A-3， 设 集 T 有 t 个 三 角形 ， 则 它们 的 3t 个 内 角 是 P 的 nt 个 内 
角 及 以 0 ， "yy OQ, 为 顶点 的 mm 个 周 角 组 成 , 放 有 
tr=2mNrT+ (nm-2N—>t=2m+n- 2, 


A-4。 我 们 有 


f(x)=7x*=e" ~ >, "(log7)"。 


由 微分 法 可 知 ，logf (x) = zlogz 在 [0，1] 上 有 
maxrlogf (xz)1=10gf(0) = 0， 


ml 


es.304 。 


min[logf(z)1=10gf() = 一 
因 xlogx| 志 1/e 过 1， 故 f(z) 在 [0，13 上 一 臻 收敛。 于 是 


| zdr= > sa| "(logx)"dzr, 
m= 人 0 


仿 FCm, Kk) -| rw"(logr) dz, 
0 


则 当 m 之 0，k 宇 1 时 ， 应 用 分 部 积分 法 可 得 
K 
Fi(m, Kk)=— mrrEm, Kk-1)。 


—> FOm, m)=(- DD"mi(mt+ 1)™"F (mm,0) 
7 1m Hh! 
= ( 1) (m+1)"*!: 党 


最 后 即 得 | ordz= TD mt SDIn, 
0 mv 0 


及 m 全 


A-5。 对 给 定 的 方程 组 消去 w(t) 得 
= 2(7- y=- y= (x0- Yo)e 1 


若 z, 天 yo， 则 xz- y 才 0。 因 此 方程 组 的 解 不 经 过 原 扩 “0，0)。 
若 zo = 二 yo， 则 z(t1)=y(t)、 因 为 连续 函数 4(1) 可 任意 选 是 ， 故 
不 妨 期 望 z= zu- at，!= yo =- 4t 是 给 定 方程 组 的 解 ， 这 只 须 取 
ut)=2(76 ~ a1)—a 
即 可 。 再 令 4a=zxo/to， 则 当 1=t6 时 ， 方 程 组 的 解 就 经 过 原 操 
(0，0)。 
A-6。 令 lim y=Yy ， -3 
则 对 任 一 *>0， 必 存在 某 个 Y, 当 所 有 的 > RN 时， 成 立 |y,-y | 
。 395。 


一 2 ， 


<E/2。 于 是 

c 融 种 种 时 

D> I ™y [=| +27,~ 37" | = 2 2) + Cr 2)| 
>2|7,~ 72"| ~- |r x7"| 


> | < 二 二 rz， 


4 和 e ~ 一 站 一 所 一 带 
据 此 推 得 [zaim— <7(Z2 )+2 YA 1 一 了 | 
1 一 耻 
一 州 一 ] 来 
< 二 [Xai 一 区 |。 


取 充 分 大 的 m， 使 
2-m 1 |p | < 
并 记 R +m=k,， 即 得 
[rx—- 2 |<e, —>limrr= 72", 
有 -oo 
B-1。 我 们 有 


nn 二 ~1 (mod37 ， 
24|n+ 1<>| 


设 djn， 则 
cd 三 1 或 2 (m0d3)，d 三 1，3，5 或 7 (mod8)。 


再 由 d+ 地 = 二 ~1 (mod3) 或 (mod8) 即 知 仅 有 下 列 几 种 可 


d = ， 了 了 =2 (mod3), 反之 亦 然 ; 
d=1, 了 = 了 (mod8)， 反 之 亦 然 ， 


d==3, J 三 5 (mod8), 反之 亦 然 ， 


上 列 各 种 情形 都 符合 
d + 本 (mod3) 及 (mod8) 


-一 > d+ 二 =0 (mod24), 


因为 d 关 十， 所 以 n 的 约 数 两 两 互 异 。 这 就 证 明了 + 的 全 体 约 数 


的 和 能 被 24 整 除 。 
B-2。 设 ?为 有 限 群 C 的 阶 数 ，2: 为 C 的 子 群 C4 的 阶 数 ， 则 
1 81。 若 C ,是 G 的 真子 群 ， 则 2 hn/2。G 的 两 个 真子 群 必 有 和 相 
同 的 单位 元 素 ， 因 此 它们 的 并 不 可 能 等 于 C。 
对 于 第 二 个 问题 ， 可 以 举 出 克 芋 苏 四 元 群 作 肯 定 的 回答 ， 
设 B, = {e，4，6，ab}， 乘 法 表 为 
。 | e 12 b lab 


bilab 


GD | 6b 


ola e 


u 


b 6 ob e 

ablab| D 
则 {e，a}，{e，6}，{e，ab} 都 是 B, 的 真子 群 ， 它 们 的 并 显然 
等 于 B,， : 


o |e 


B-3。 当 1 为 奇数 时 ， 由 Tt := 天 可 以 推 得 


(n—- ln—3)42 TT, 


了 na+ 1 = 


° 397。 


(nm 1)n— 3).4.2 .T， 。 
”CGO 4 人 39] 


1 _ Ts 。 2°2°4°4'6.(n— 1)(n~ 1) 


了 | ， 1.3,3。5 ,5.…(1 2) en 


根据 瓦 里 斯 公式 
< 2 < 者 4 参 4 6 + 


oii Tp 章 p_i lip rm mg. Eee 


2 1 3 5 5 


可 知 ， 当 右边 的 部 分 积 有 偶数 个 因子 时 ， 其 积 小 于 TV/2， 有 奇 
数 个 因子 时 ， 其 积 大 于 工 /2。 因 此 我 们 有 


了 区 
T, ,1 < 2 19 为 j 数 。 


一 > 


T, -27-s 
T 1 9 ?为 偶数 。 


n+1 


由 于 lim 二 =1, 


故 有 1<T 及 1< 和 TI。 


-一 之 TT?—2, 

B-4。 我 们 来 考察 两 端点 位 于 x 轴 上 的 任 一 单位 长 曲线 弧 ， 
令 其 两 端点 为 Po 与 Ps。。 作 出 一 个 四 边 分 别 与 x, y 轴 平行 且 完 
复 盖 此 曲线 缴 的 最 小 矩形 。 设 其 长 与 高 分 别 为 ?2，6b。 由 质 形 复 
盖 有 曲线 的 景 小 性 质 可 知 ， 和 矩形 的 四 边 上 必 有 曲线 弦 上 的 点， 依 
次 记 为 P,，P，,，，P,,P,。( 和 矩形 的 顶点 可 看 作 两 邻 边 重 合 的 点， 
若 诸 P; 不 叭 一， 则 任 取 一 个 即 可 。) 作 折线 PoPP:PsP.Pe, 则 
其 长 至 多 为 1， 其 水 平分 量 至 少 为 6， 而 垂直 分 量 至 少 为 220， 因 
此 这 条 折线 的 长 度 不 小 于 v a7+40*。 于 是 我 们 得 到 关于 a，6 
的 限制 条 件 如 下 ， 


* 398 。， 


wal+4b? <1—>a+40:<1, 0<a<1l, 0<b<1, 
注音 
=3[(a?+40’)~ (a~ 20) <7[L1~ (a- 2272 了 ]， 


即 知 当 且 仅 当 4=26 时 ，ab= 二 为 所 求 抵 形 面积 的 极 大 值 。 
B-5。vVe>0， 假 定 存在 rr>*co， 使 得 


K(X;) ~>e 
i 


设 1<nek(Cz;)， 则 由 o, 的 单调 增加 的 性 质 知 


1 
d,s,) < -一 之 之 s 
j ds 省 


于 是 VN( 自 然 数 )， 可 以 推 得 
> ] k(n; ) 


一 人 
>Sup 之 >sup 
上 一作 Cn 


j 


>sup(e- 却 ) 一 2， 


这 与 > 二 - 收 化 相 韦 盾 ， 故 必 有 


汪 一 上 


lim C77 = 
sr- 
B-6。 我 们 有 秩 (4B) =2， 且 
8 2 一 2、s 
~ 2 4 5 


根据 线性 方程 组 理论 ， 可 以 分 别 求 出 2 x 3 矩阵 4 及 3 x 2 逢 阵 
* 92。 


B/， 使 得 
1 0 
4/4=(， , ) -1= BB/， 


于 是 有 A'(ABAB)B’=A’(94B)B’—>BA = 97。 


第 二 十 一 届 〈1970 年 12 月 5 日 ) 


上 午 试题 


A-1。 试 证 函数 e"*cospz (a>>0，6b>>0) 的 和 医 级 数 展开 式 
中 ， 或 者 没有 堆 系 数 ， 或 者 有 无 穷 多 的 零 系 煞 。 

A-2。 考 号 由 实 多 项 式 方程 

4z2+Bzry+C +Dx’? + Ex’ytFry’+ Gy =0 
给 出 的 轨迹 ， 式 中 B? - 44C<0。 证 明 存 在 一 个 正 数 0 使 得 这 轨 
迹 没 有 一 点 位 于 罕 心 图 盘 0<X +y < 内 。 

A-3。 一 个 具有 相同 非 零 数字 的 (有 限 ) 数列 ， 能 成 为 一 个 
整数 的 平方 的 尾部 。 试 求 这 种 数列 最 长 的 长 度 ， 并 求 出 尾部 为 
这 种 数列 的 最 小 平方 数 。 

A-4。 给 定 一 个 序列 {7,} (n=1,2,…)， 具 有 性 质 
lim{x, ~ 72.)=0, 求证 

Cn—l 


。 雍和 
1itm 一 ”一 一 
也 


刁 一 + 3 


= (0, 
A-5。 试 确定 能 位 于 椭 球 面 
2 + 和 1 (a>6b>0) 


上 的 最 大 圆 的 半径 。 
。400 。 


A-6。 独 立地 随机 选取 三 个 数 ， 它 们 分 别 从 三 个 区 间 [0， 
Li] (i=1,2,3) 取得 。 若 每 个 随机 数 关 于 它 所 选 目 的 区 间 为 均 
名 分 布 ， 试 确定 这 三 个 数 的 最 小 期 望 值 ， 


下 午 试题 


别人 
B-1。 计 算 lim ar I Cn + 12) . 


B-2。 一 个 物体 的 时 变温 度 由 时 间 的 不 高 于 三 次 的 多 项 式 
来 给 出 。 试 证 这 物体 在 上 午 9 点 到 下 午 3 点 之 闻 的 平均 温度 ， 总 
是 能 由 取 两 个 固定 时 刻 的 温度 的 平均 值 来 求 得 ， 而 不 依赖 于 上 
面 的 多 项 式 。 并 证 明 ， 这 两 个 时 刻 (精确 到 分 钟 ) 是 上 午 10 友 
16 分 与 下 午 1 点 44 分 。 

B-3。R: 的 一 个 闭 子 集 S 位 于 条 形 4 达 +<b 内 , 试 证 它 在 y 轴 
上 的 射影 是 财 的 。 

B-4。 一 部 汽车 从 静止 开始 沿 一 条 直路 在 一 分 钟 内 驶 过 一 
英里 就 停 下 来 。 若 该 车 的 调 速 器 可 以 防止 速度 超过 每 小 时 90 燃 
里 ， 求 证 在 行驶 的 某 个 时 刻 该 车 的 加 速度 (或 减速 度 ) 至 少 有 
6.6 英 尺 / 秒 ”。 

B-5。 定 义 !& ,为 “斜坡 梯 函数 


一 也 当 Z< 委 一刀 
U(X) -| 当 一 了 < 去 0， 
n 当 zT>n,。 


又 设 F 是 实 变 量 的 某 个 实 信和 函数， 试 证 当 生 仅 当 w,*F 对 于 所 有 
n 连 续 时 F 是 连续 的 。( 注 ; (Us °F) (2) =w,[F(z)])。 
B-56。 一 个 能 够 内 接 于 一 圆 的 四 边 形 称 为 可 内 接 的 或 可 御 
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环 的 ,一 个 能 够 外 切 于 一 辆 的 四 边 形 称 为 可 外 切 的 .证 明基 一 个 
边 长 为 4,6,c,d 的 可 外 切 四 边 形 具有 面积 和 4=Wabcd ， 则 它 也 
是 可 内 接 的 。 


解答 
A-1。 注 意 e”cosbx 是 e'*%** 的 实 部 。 于 是 蜂 级 数 为 


e“cosbr= > R,{(a+ib)")} 


n= 人 0 


从 这 种 表达 式 就 容易 看 出 ， 阁 x" 有 零 系 数 ， 则 对 于 每 个 奇数 &， 
z "都 有 零 系 数 。 
A-2。 设 (X,Yy)==(rcos9,rsin8) 《1 盖 0) 是 这 曲线 上 的 一 点， 


人 
nly” 


则 

二 | Acos:0 + Bsingcos0 + Csin’0 | 

~ {Deos0+ Ecoszbsinb + Fcosbsin20+ Gsin*0|] ” 
(1) 的 分 母 小 于 或 等 于 1D1+ |E|+ |F|+ 1G|。 男 一 方面 , 因为 
Bi <44C， 分 子 有 正 的 最 小 值 
[4+C|~v (A-C) +B" 
9 
多 N aa 

UTD TG 
因而 这 出 线 没有 一 点 落 在 0<r<6o 内 。 

A-3。 如 果 z 是 一 个 整数 , 则 xX? 三 0,1,4,5,6 或 8(m0d10),z 
三 0(mod10) 的 情况 由 题目 的 假设 已 被 排除 , 若 x2? 三 11,55 或 99 
《mod100) 则 xz? 三 3(mod 4 ), 这 是 不 可 能 的 , 同 理 , x 三 66(mod 
100) 董 涵 z: 三 2(mod 4 ), 这 也 是 不 可 能 的 。 剩 下 的 数字 只 有 4 
了 ， 若 x: 三 4444 (mod10000), 则 x* 三 12 (mod16)， 但 是 只 要 
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(1) 


N 


简单 核验 便 知 这 仍 是 不 可 能 的 。 最 后 我 们 发 现 38% = 1444， 可 
见 存在 至 多 为 三 个 4 的 这 种 数列 。 同 时 我 们 容易 判断 ，1444 正 
是 收尾 于 该 数列 的 最 小 平方 数 。 

A-4。 对 于 >>0， 设 NN 充分 大 使 得 对 所 有 的 4> 六 有 jz 一 
Tz,-s | 二 2。 注意 到 对 于 任意 的 n>N， 

Ts Tt = (Ts ~ Ts) ~ (Tt ~ Lr-8) 
+ (Tre — Tis) — +t(Tyti ~ IN-1) 
F (XN IN-1)。 
于 是 [rz. -zi 和 -Net+ [zxw ~Xw-1| 因 而 
lim -1 =0, 
n 

A-5。 用 平行 平面 截 这 椭 球 面 所 得 的 截 线 狂 为 相似 的 椭 
圆 ， 所 以 任何 圆 截 线 的 尺寸 按 其 到 与 它 平行 而 过 坐标 原点 的 截 
圆 的 接近 程度 而 增加 。 但 是 每 个 过 原点 的 平面 产生 的 截 圆 必 与 
/2z 平 面相 交 ， 这 意味 着 这 截 圆 的 直径 必定 是 椭圆 z= 0,y?*/b? + 
z2/cz=1 的 一 条 直径 .所 以 这 圆 的 半径 至 多 是 , 同 理 可 证 对 于 
zy 平面 而 言 圆 的 半径 至 少 是 6。 这 样 一 来 ， 由 过 (0,0,0) 的 一 平 
面 形成 的 任何 截 贺 必 定 有 半径 6， 因而 这 就 是 要 求 的 极 大 半径 ， 
为 了 证 明 半 人 径 为 6 的 截 圆 确实 存在 ， 考 虑 所 有 过 y 轴 的 平面 ， 可 
以 验证 由 a? Cb? -c:)z?=c*(a? ~6*)z* 给 出 的 两 个 平面 就 分 别 
给 出 半径 为 2 的 两 个 截 圆 。 

A-6。 设 z 选 自 L0， 工 ;1]，2 选 自 L0， 工 :]，2z 选 目 L0， 了 sj]， 
上 且 假 定 Ls 之 Li 宇 L1。 令 X= min(x,y,2), 

LiL:LsE[X]= | | | Xdedyds 


Li Ls 此 Li 
-| | {| zdz + | pdz} dydz, (4= min(x,y)), 
0 机 
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-ea 
Pei 


= = LiL,L, -LL, + Ls) +L, 


vo | 


。 令 a -二 i 2 7178 


t=1 
1 | 7 2 
则 na,=% DIn(l+ nz) 
t=1 


2 
故 limlna， -| In(1 +7x°)dr=21n5 -4+2arctg2, 
RR 1 
B-2。 设 温度 P(t)=at，+bt?+ct+d。 方程 


1 全 =1 
所 | PCDdt= 2 {PO +PGto} 


当 目 仅 当 fs = ~t1= 圭 T/vw 3 时 对 于 任何 和 , 6, c, 4d 的 值 为 满 
足 。 现 在 了 T=3 小 时 ， 则 TV/w 3 污 1 小 时 43.92 分 .所 以 在 所 研究 
的 情形 ， 临 界 的 时 刻 是 正午 前 后 1 小 时 44 分 ， 

B-3。 设 对 于 所 有 的 n, 《YX,,y,)ES,y>y， 由 波 尔 察 诺 - 维 
尔 斯 特 拉 斯 定理 知 一 个 子 序列 Tn) 产 T。 则 Yicny>y， 且 因为 3 
是 闭 的 , (7X,y) ES。 于 是 y 属 于 5 在 y 轴 上 的 射影 。 

B-4。 用 英尺 与 秒 作为 测量 单位 “， 对 于 有 了 有 的 t+€50,60] 
有 0 三 v(t) 志 132。 设 对 于 所 有 + E50,60j 有 12 和 (1)|<<6.6。 则 


ot) = [vat <6.61MRo t=), -udi<6.6(60—1) 对 于 
所 有 1!E[0,60] 成 立 。 于 是 
《。 1 英里 =5280 英 尺 。 
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B80 站 他 
5280= | sdt<| min{6.61,66(C60 ~ 1),132}dt, 
作 


最 后 的 积分 式 子 才 示 一 个 梯形 的 面积 ， 且 可 算出 等 于 5280， 这 
就 引出 矛盾 。 

B-5。 显 然 &, 是 连续 的 ,所 以 ， 若 fF 连 续 , 则 4,oF 是 连续 函 
数 的 复合 ， 因 而 连续。 反之 ， 设 Ww,oF 对 于 所 有 nn 是 连续 的 。 为 
了 证 明 F 是 连续 的 ,只 要 证 有 明 F"'[ (4,5)] 对 于 每 个 有 限 区 间 (a， 
5) 是 开 的 就 够 了 , 设 n>max《|a| ,12|)， 则 wi1[C0,5)] = (6,5) 
从 而 

Fi[Ca,0)]= Fi[u7!{(Ca,0)}]= (uF) LCa,6)], 
根据 4,°F 的 连续 性 ， 这 是 一 个 开 集 ， 

B-6。 因 为 这 四 边 形 是 可 外 切 的 , 故 4 +c=0+qd。 设 k 为 一 
条 对 角 线 的 长 ， 因 而 对 于 那样 挑选 的 角 4,B 有 

Kk:=a:+b?: -2abcosg= ce? +d: -2cdcos8 
减 去 (a~5)*=(c-d)*， 得 
2ab(1 — cosa) = 2cd(1 -co0sB). (1) 


由 和 A= ab Sinw 十 zcd sin6= Wabcd ， 得 


4A2= 4abcd= 202(1 -cos20) + ed’i(l ~ cos:B) 
+ 2abcdsinasinp, 
用 (1) 来 代 换 上 式 石 边 ， 得 
40Dcd = ab(1 +cosa)ecd(l1 ~ coSp) 
+ cd(l1 +cosB)ab(l ~ cosa) + 2abedsinasing, 
化 简 得 4= 2 一 2c0s(a +B)，。 
由 此 推出 4+B=Zx， 所 以 这 四 边 形 内 接 于 辐 。 
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上 午 试题 


A-li。 在 三 维 哆 氏 空 间 内 任意 给 定 9 个 格 点 (坐标 皆 为 整数 
的 成)， 求 证 其 中 至 少 有 两 点 连接 的 线段 上 也 存在 格 点 。 

A-2。 试 确定 符合 下 列 条 件 的 所 有 多 项 式 P(7Y)， 

P(x +1)= (P(X)) +1, PC(0)=0, 

A-3。 设 边 长 分 别 为 a,6b,c 的 人 4BC 的 三 顶点 是 欧 氏 平面 
上 的 三 个 格 点 。 作 ABC 的 外 接 圆 半径 为 RR。 求证 ， cpc 二 2R。 

A-4。 设 0<e<1， 求 证 当 自然 数 % 充分 大 时 ， 表 达 式 
(z+"(z? 一 (2~e)zxy+y?*) 是 正 系 数 多 项 式 。 若 e =0.002, 求 
符合 题 意 的 景 小 正 整 数 n。 

A-5。 某 人 淹 硬 币 ， 得 正面 记分 ， 得 背面 记分 ，(a，p 为 
正 整 数 ， 且 a>>6,) 并 将 每 次 得 分 进行 累计 。 他 发 现 不 论据 多 少 
次 ， 总 有 35 个 分 数 记 录 不 到 ， 例 如 58 就 是 其 中 之 一 。 试 确定 a， 
b 的 大 小 ， 

A-6。 设 c 为 实数 , 且 对 任意 的 正 整 数 n, 都 能 使 rr? 是 整数 。 
求证 c 必 为 非 负 整数 。 


下 午 试题 


B-1。 设 。 是 集 S 上 的 一 个 二 元 运算 ， 并 且 满 足下 列 两 条 法 
WW Ci VzESrzez=x (Ci) Vr,Y,2ES, (co) 2= (go2z)ox。 
求证 ,满足 交换 律 与 结合 很 。 
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B-2。 设 FGCz) 除 z= 0 与 1 两 所 外 ， 对 其 余 全 体 实 数 都 有 征 
义 ， 并 且 满 足 等 式 


FKZ) +F( 二 -) = 1 十 工 。 


求 符 合 这 一 条 件 的 所 有 函数 F(x)， 

B-3。 甲 、 乙 两 汽车 都 以 每 小 时 一 圈 的 匀速 统一 辆 道 不 停 地 
作 同 向 运动 。 甲 于 时 刻 !=0 从 原点 出 发 行驶 任意 时 间 t=T>0 
后 ， 乙 再 从 原点 出 发 。 求 证 存在 总 计 怡 为 1 小 时 的 时 间 区 间 内 ， 
围绕 轨道 行驶 的 圈 数 是 乙 行驶 图 数 的 2 售 。 

B-4。 设 A，B 为 己 知 球 面 上 的 二 定点 ， 了 为 球面 上 的 动 上 把， 
PA, BB 为 球面 距离 。 车 PA +PB= 常数 ， 则 称 了 的 轨迹 为 球面 
梢 圆 。4 ,了 3 为 其 二 焦点 。 试 确定 实 球面 桶 圆 变 成 圆 的 条 件 。 

B-5。 设 微分 方程 组 

z+Yy +6rT=0, y ~2z/+6Yy=0, (=d/di) 
满足 初 信条 件 20C0)=y'(0) = 0。 求 证 它 的 解 在 x 一 y 平 面 上 的 
图 形 是 两 条 贺 内 旋 轮 线 ,( 一 圆周 沿 另 一 固定 圆周 的 内 部 滚动 而 
无 滑动 时 ， 动 贺 贺 周 任 一 点 所 经 过 的 曲线 ,) 试 确定 此 二 旋 轮 线 
定 贺 及 动 圆 的 半径 ， 

B-6。 设 0(z) 是 正 整 数 z 的 最 大 奇 因子 。 求 证 wz, 下列 不 等 
式 成 江 ; | 


解答 


A-1， 将 空间 格 点 的 坐标 按 奇 偶数 分 类 ， 则 只 可 能 分 成 下 
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列 八 类 ， 
( 奇 , 奇 , 奇 ),，( 亲 , 奇 , 偶 ),，( 奇 , 偶 , 奇 )，( 奇 , 偶 , 偶 )， 
( 偶 , 奇 , 奇 )，( 偶 , 奇 , 偶 )，( 偶 , 偶 , 奇 )，( 偶 , 偶 , 侦 )， 
因此 ， 在 给 定 9 个 已 知 点 中 ， 至 少 有 某 两 点 P 与 8 的 同名 伏 标 具 
有 相同 的 奇偶 性 。 于 是 线段 上 8 的 中 点 显然 是 一 个 格局 。 
A-2。 我们 有 
P(0)=0, PC(1)=[LP(0)]* +1=1, 
POC2)= [PCO1)]* +1=2, PCG5)=[P(2)]*+1=5, 
P(5 +1)=[P(5)]* +1=26, 
如 此 等 等 。 
由 此 可 见 ， 上 上 (z) -x 有 无 穷 个 零 上 后 ， 从 而 得 知 了 P(X) 二， 
A-3, 设 S44Bc = 人， 则 
abc 


人 = 3bcsinA = 1 be" 到- >06c=4RA,， 


由 于 A(ai ,4,)， B41,6,)， Clc1,Cs) 是 二 个 格 点 ， 因 此 
2 八 泊 1， 于 是 abc = 4R 人 二 2R。 

A-4。 记 P,(z,y)=(z+DIDrZ (2~2E)rTYy+Yy ]， 则 
P,(x,y) 的 展开 式 中 ，ZX*+"'y"*' 的 系数 是 


(p20) 2K)+(k+1) = (xk )| 二 一 CT 


万 一 天 
K+1 


+ - (2-e)|. (1) 
将 n 视 为 常数 ，K 视 为 正 的 连续 变数 ， 令 
k 
VK) = Rt 一 8)。 
(+1)LCGKE+1)2 一 (1 一 天 十 1) ] 
> 9 (K) = (nk+1) (Ck+1)° 
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由 9/( 方 ) = 0， 不 难 确定 k= 二 时，pCk) 取 极 小 值 


易 知 当 2>>2 时 ,PCz,2 的 头 两 项 及 来 两 项 的 系数 内 正 。 我 
们 可 以 断定 ， 若 对 于 某 个 充分 大 的 奇数 2，P,(z,， y) 的 展开 式 
正中 间 两 项 的 系数 非 正 ， 则 Pu (z,2) 的 正中 间 一 项 的 系数 仍 
然 非 正 ,因此 使 P, (zx,y) 的 系数 全 部 为 正 的 最 小 自然 数 1 必 为 奇 
数 ， 


我 们 取 整 值 k= Cn 土 1) , 则 得 y(k) = 了 上 -1+e。 和 欲 使 


了 十 3 

p(k)>>0， 只 须 n>>4/e -3 即 可 。 当 e=0.002 时 ，?>>1997. 因 此 
应 取 n = 1999， 

A-5。 设 某 人 卷 硬币 得 正面 xz 次， 得 背面 4 次 ， 则 累计 得 分 
为 gz+ by。 若 (4,b) =d 关 1, 别 对 任何 一 个 不 锌 dg 整 除 的 正 整 数 ， 
都 将 记录 不 到 。 这 与 题 意 不 符 。 故 必 有 (G,27) =1。 设 了 为 都 下 
能 记录 到 的 一 个 数 ， 则 直线 ax+by=m 上 至 少 有 一 个 格 点 位 于 
闭 的 第 I 象 限 内 。 我 们 先 证 下 面 两 个 引 理 ， 

引 理 1。 若 Wt 之 Gb，(a,b 互 质 )， 则 数列 ?1, ?7 一 2, ~20,…,m (5-1)a 中 ,至 
少 有 一 个 是 5 的 倍数 ， 

证 上 明 ， 假 定 结 论 不 丰 、 由 于 给 定 的 数列 有 PB 个 数 ， 它 们 除 以 b 所 得 的 余数 至 少 有 
两 个 相同 ， 设 为 m -io 圭 m 一 jo (rodb) 其 中 0 委 !<j 委 -te 由 班 稚 得 Cm 一 ;ia) ~ 
(m-jo)=(j- io 必 为 8 的 倍数 , 且 0<J -Ti<b-1l 这 不 可 能 ， 因 为 上 十 7 -1 0。 
故 引 理 1 结论 正确 。 

外 理 2。 设 0 声 坟 之 aob，(a,b 互 质 )， 则 直线 ar+by=m 至 多 上 只 有 一 个 烙 点 位 于 
闭 的 第 I 象限 内 。 

证 明 ， 侯 定 在 I 象限 内 有 两 个 格 点 (X15y1) 与 (TX2,y2) 适 合 071 + by1 = 4a7X2+ bys 
= mm 则 有 


b fx1i~-xs| 


=- 


a lyi-yzt! 
从 gz+by=m 的 图 象 上 辕 ， 易 知 
| 21 -x2| <0, | yi~y2 | <c。 
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故 b/a 不 是 凤 约 分 数 , 这 与 4，b 互 质 蔬 盾 , 从 而 得 知 引 理 2 结 论 正确 。 
由 引 理 1 知 ， 撞 币 人 记录 不 到 的 数值 ， 必 满足 不 等 式 


0 去 Mi<abD 。 (1) 
再 由 引 理 2 知 ， 在 闭 的 I 象限 内 ， 满 足 不 等 式 
0<azr + by<ab (2) 


的 格 点 与 (1》 内 可 以 记录 到 的 六 值 一 一 对 应 。 
因为 闭 第 形 {0 委 xz 委 pp，0 和 过 2y 委 9} 内 计 有 (a+ 1)(+1) 个 
格 点 ， 所 以 在 团 的 I 象限 内 ， 满 足 (2》 的 格 点 个 数 为 


3[(a+ 1) C6 + 1) -1], 


从 而 满足 (1》 的 中 不 能 记录 到 的 数值 个 数 为 
中 -二 (at D+ +1= 三 (9~ (1). 


在 本 题 中 ， 我 们 有 
35 一 本 (9 -1)(G5 -1)。 


一 > 70=(a-1)(0-1)=1.70=2.35=5.14=7°.10, 
根据 条 件 o>p，(c，2D)=1, 易 见 仅 有 c= 71,2=2 及 4= 11， 
5= 8 适合 。 但 是 71:.0+ 2,29= 58 能 被 记录 到 。 故 ae=71，20= 2 
不 合 要 求 。 再 考察 直线 
117 + 8y=58 (3) 
上 的 格 点 。 由 
一 CX 一 3 
y=58 1 -7 z+2 二 2 
可 以 求 得 (3) 的 两 相 邻 格 点 〈6，- 1) 及 (-2，10) 分 别 位 于 
IJ， 了 1 两 象限 内 ， 因 此 58 不 能 被 记录 到 。 从 而 as= 11,，2= 8 是 适 
合 本 题 要 求 的 唯一 解 。 
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A-5。 取 pn=2， 由 2 为 整数 得 知 c 产 0。 
令 f(x) =xze， 在 闭 区 间 [uw，w+13 上 应 用 拉 格 裔 日 中 值 公 
式 ， 必 有 某 个 EE (4，&+ 1)， 使 得 
cE 一 《 十 1 一 1 《1) 
当 v 为 任意 正 整数 时 ，(1) 的 右边 为 正 整 数 。 另 一 方面 ， 若 令 
cE (0,1)， 则 可 取 充 分 大 的 #， 使 得 


WE <1l, 


这 与 (1) 刻 古 。 因 此 ，c 4 (0,1)， 
若 cE[Lk- 1，k)，K 为 大 于 1 的 整数 。 再 对 f(xY)=x' 在 财 区 
间 [w,w+t+Kkj 上 应 用 f(z) 的 kK 阶 导数 与 % 阶 差分 间 的 符 量 关系 式 
FPCE) = 


其 中 h= 挝 HD 1 &E (Wu +k), 


可 得 ”ccCc~- D(C-2).(C~R+t1)E™ =A), (2) 
当 & 为 任意 正 整 数 时 ，《〈27 的 右边 为 某 个 整数 。 但 佑 取 充 分 大 的 
&， 由 于 c-K<0， 故 2 可 为 任意 小 的 正 数 。 这 样 ， 当 cs 大 一 
1 时 ,《2) 就 不 能 成 立 。 因 此 ， 必 有 c=k~1， 即 c 为 非 负 整数 ， 
《这 时 等 式 (2) 化 为 0=0.) 
B-1。 根据 给 定 的 运算 法 则 ， 我 们 有 
Toy= (To (To) = LT To y= L(Y) oy 
= [(ToN) oI Y= (To Y= (yy) r= Yr, 
即 交 换 律 成 立 。 据 此 以 及 题 设 的 第 二 个 运算 法 则 ， 易 知 结合 律 
成 立 : 
(Xoy)o2= (Yo2) T= Xo (Y°2), 
B-2。 将 给 定 的 函数 方程 
es 411°* 


并 整理 得 


-一 一。 (2) 


F( 


P( -= 
YY 一 2 2 人 一 了 


由 (1)+ (3) - (2) 得 2F(x)=1+x+ _ 
XT—1 也 


Js (3) 


_X -rl1 
因此 有 F(x)= Cp (4) 


由 于 C1)，(C2),，《3),， (4) 彼此 等 价 ， 从 而 (4) 是 (1) 的 唯一 解 ， 
B-3。 设 经 过 了 时 间 1 宇 T， 甲 行驶 的 因数 为 [1], 乙 行 驶 的 
图 数 为 [t -TT]， 问题 是 需求 出 满足 等 式 
[tl1=2[t—71] (1) 
中 t 的 变化 区 间 的 长 
令 T=k+60, Kk 为 整数 ，0 志 6 之 1， 
1 = 天 十 8，1 为 整数 ，0 委 2 所 1。 
则 六 与 K 应 满足 下 列 等 式 
[tj=m=2[t-T]=2[m~k+e~-d]. 
由 上 圭 可 知 ， 当 1>>E 宇 60 汪 0 时 ， 
ni=2m-k)—>m=2k >t= +2, 
因此 ， 当 t EL[2k+0，2k +1]， 即 1 的 变化 区 间 长 为 1 ~ 0 时， 等 
式 (1) 成 立 。 
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男 一 方面 ， 当 1>>6>>e 之 0 时 ， 
m=2(m-k-1)=—>m=2k+2=—>t=2k+2+2, 
因此 ， 当 1 EL2k+ 2，2kK+2+60]， 即 1 的 变化 区 间 长 为 5? 时， 等 
式 (1) 成 江 。 
综 上 所 述 ， 能 使 等 式 (1) 成 立 的 1 的 变化 区 间 总 长 为 
1~-0+0=1., 
B-4， 不 妨 认为 已 知 的 球面 半径 为 1。 令 
PA+PB=2a (常数 )。 
我 们 不 考虑 平凡 情形 及 退化 情形 ， 故 可 认为 
0<AB<x, AB<2a<2r -AB. 
若 取 球面 直径 AA4/，BB/ 的 另 二 个 端 4/，B' 作为 新 焦 反 ， 
则 易 知 
PA+ Ph- 20<>PA’ +PB’=2x- 20. 
亦 即 这 是 两 个 重合 的 球面 椭圆 ， 因 为 min(2a，27 一 29) 志 Xz, 所 
以 我 们 只 须 研究 24 志 zt 的 情形 即 可 ， 
设 A， B 位 于 赤道 上 ， 则 赤道 上 必 有 球面 类 国 的 两 个 项 成 
和 V ,。 易 知 Vt V ,=29, 且 VV V 2 与 48 有 公共 的 中 点 C， 称 之 为 


球面 椭 阅 的 中 心 。 
r 


我 们 来 证 明 ， 当 24<x 时 ， 球 面 椭 贺 不 可 能 是 图。 
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用 反 证 法 。 假 定 球面 糊 圆 是 一 个 圆 F( 图 96)， 则 易 见 [关于 
赤道 平面 对 称 。 从 而 r 所 在 平面 与 赤道 平面 垂直 ,由 于 顶点 ，， 
V, 位 于 这 两 个 平面 内 , 故 Y;V，, 是 T 的 直径 。 而 C 在 F 所 在 平面 内 
的 投影 即 为 [的 圆心 。 令 NM 为 上 半圆 弧 史 少 : 的 一 个 中 点 ， 则 

MA+ MB=2a=V CV, =2MC. 
9 MA 一 MB ， MA MC -4< 
但 在 球面 三 角形 MC4 中 ，C 为 直角 。 故 必 有 MA> NG ， 
这 个 矛盾 表明 ， 欲 使 球面 梢 圆 变 成 圆 ， 其 必要 条 件 为 26=z。 

若 26=， 则 ViV, 是 赤道 的 直径 。 我 们 可 以 证 明 , 过 北极 
N 及 V,，V; 的 球面 大 圆 Pr， 就 是 符合 条 件 

PA 十 PB 一 KN (1) 
的 球面 椭圆 。 事 实 上 ， 令 B* 为 B 关于 Tr 所 在 平面 的 镜面 反射 点 ， 
则 AB* 亦 为 赤道 直径 ，( 图 97) 过 球面 上 任意 一 点 P 及 A,B" 作 大 
圆 ， 则 

pA 十 PB* x. (2) 
因此 (1)< 寺 >(2)。 亦 即 

PA 十 PB =X<>PET, 
这 就 证 明了 I 是 符合 条 件 (1) 的 球面 椭圆。 

上 述 结论 表明 ， 只 有 大 圆 才能 成 为 球面 椭 贺 。 反 之 ， 对 于 
任何 一 个 球面 大 圆 F， 不 妨 将 其 看 作 是 某 个 经 线圈 ( 仍 如 图 97 所 
示 )， 都 可 以 成 为 一 个 球面 酉 圆 。 它 的 焦点 4,B 必 位 于 赤道 上 ， 
作 垂 直 于 T 所 在 平面 的 球面 直径 CC/， 则 4 ,B 只 须 与 C( 或 C7) 保 
持 相 等 距离 即 可 。 当 4，C，B( 或 4,C/，B) 重 合 时 ， 即 为 退化 
情形 ， 当 
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时 ， 即 为 平凡 情形 。 
B-5。 令 2=x+iy， 则 给 定 的 方程 组 可 化 为 
27 —iz/+62=0, 
解 此 常 系数 方程 得 


zt) 一 Ce3i1 Ce 


由 给 定 的 初 值 条 件 可 得 2 人 0; =0， 或 3ic1 -2ic, = 0， 


(1) 


令 c1=2A4， 则 cs=34，4 为 任 一 复 常数 ， 于 是 (1) 化 为 


z(t)=?Aeit+ 3Ae i 


(2) 


再 令 4= Re*， 并 将 复 平面 坐标 轴 旋 转 ?，(2》 即 化 为 


Z(t1)=2Re''+ 3Re  “', 
它 的 实 直 角 坐 标 表达 式 是 ， 
和 (tft 一 2Rcos31 + 3Reos?t, 
Y(1)=2Rsin3t + 3Rsin2t, 
其 轨迹 为 定 贺 半径 为 5R 的 图 内 旋 轮 线 。 
图 内 旋 轮 线 的 标准 方程 是 
0G— 


(1)= (ga~ bcost +ocos > 1 ， 


-bb 
y(t)= (a b)sint + sin™ 上。 


将 (4) 与 (5) 比 较 即 知 
在 (4) 中 ， 车 令 #= 下， 则 得 动 加 的 半径 等 于 3Rs 


若 令 f = - -二 则 得 动 图 的 半径 等 于 2R。 


B-6, 记 SCz)= 六 42. 


| 


(3) 


(4) 


(5) 
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由 dC2m+1)=2m+1， 即 知 SCQ2z+1)=S(2x)+1，, 
注意 6(2m) =6Cm)， 并 将 SC(27) 的 和 式 按 项 的 奇偶 性 分 部 
相 加 即 得 


S(27) = > + SS) +7, 


凡 =] 
再 记 F(x)=5S(zx) - EE 则 上 式 即 化 为 
F(27) = F(z) 太 FC22 +1)=F(27) + (1) 


下 面 用 数学 归纳 证 明 ， 
0<FCz) < 


当 z= 1 时 ， F(1) =S (1) -二 = 六 命题 正确 。 


假定 对 于 z<K( 某 个 自然 数 ) 时 ， 0<F(k) < 则 由 (1 


可 得 
1_ ip/k\N,!1 
F(k) + 二 = 一 F (+ 地, 为 偶数 ， 
eet D -| ep (2) 
1 十 


由 归纳 假定 即 知 0<FCk+ 1) < 二 因此 命 愿 对 任意 正 整 数 z 都 


正确 。 
事实 上 ， 我 们 证 明了 
On) 2 -2 
0< 之 一 -32<3 


是 


* 416°* 


这 比 求证 的 不 等 式 更 为 精确 。 


第 三 十 三 届 (1972 年 12 月 2 日 》 


上 午 试题 
A-1。 求 证 任何 四 个 相 邻 的 二 项 式 系数 


(人 (2 


; 
不 能 构成 等 差 数 列 。 其 中 n，? 为 正 训 数 ，n 之 r+ 3。 
A-2。 设 米 是 集 S 上 的 一 种 二 元 运算 ， 且 VX,yE5， 六 满足 


下 列 运算 法 则 ， 
区 米 《 和 米 1) 一 1 (1) 
(Yy※XT) 迷人 T=y。 (2) : 


求证 #* 符 合 交换 律 ， 但 不 符合 结合 律 
A-3. 车 lim 六 允 zi 存在 ， 则 称 此 极限 为 序列 {z,} 的 C 


极限 。 设 f(x) 是 定义 在 [0,1] 上 的 实 函 数 。VtzCL0,1， 者 
{z,} 有 C 极 限时 ，{j (Cz,)} 也 有 C 极 限 ， 则 称 f(2) 是 [0,1] 上 的 一 
个 上 连续 函数 。 试 求 出 [0,1j 上 的 全 体 上 连续 函数 . 

A-4。 求证 内 切 于 一 给 定 正 方形 的 所 有 栖 贺 中， 以 加 的 周 
长 为 最 大 。 

A-5。 设 n 为 大 于 1 的 整数 ， 求 证 2 一 1 不 能 被 4 整除 。 

A-6。 设 f(x) 是 [0,13 上 的 可 积 通 数 ， 且 有 


1 
| aifCr)de=0, k=0,1,2, *… Nn~—1, 
dj 0 
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| /fede=1. 
求证 不 等 式 |f(x)| 宇 2"(n+ 1) 在 某 个 具有 正 测度 的 集 内 成 立 。 


下 午 试题 


B-1。 求 证 无 穷 级 数 并 
的 突 级 数 展开 式 中 ， 不 会 有 三 个 相 邻 的 项 的 系数 都 等 于 零 。 
8B8--2。 一 质点 在 直线 上 从 静止 状态 开始 运动 ,至 获得 末 速 度 
vs 时， 运行 距离 为 。。 已 知 质点 在 整个 运动 过 程 中 ， 加 速度 都 
没有 增加 ， 试 确定 此 质点 运行 时 间 的 最 大 值 。 
B-3。 设 4，3 是 一 个 群 的 两 元 素 。 已 知 
ABA = BA’B, A:=1, 
且 对 某 个 正 整 数 %"， 有 B*”! =1。 求 证 ， B=1， 
B-4。 设 n 是 大 于 1 的 整数 ， 求 证 存在 一 个 三 元 整 系数 多 项 
式 P(z,y,z)7， 使 得 
PKxr ,xnt ，2 十 2 ) 三 TY。 
B-5。 设 空间 四 边 形 的 两 双 对 角 分 别 相等 ， 求证 它 的 两 双 
对 边 也 分 别 相等 。 
B-6。 设 ni 过 ns 之 之 nm 是 一 正 整 数 集 。 求 证 多 项 式 
1 二 29 十 2 十 二 
5 一 内 没有 零点 。 


在 圆 |z| < 
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解答 
A-li。 假 定 存在 正 整数 0，r(n 记 "+ 3) 能 使 
的 1 作风 全 人 (1 
(0) 
成 等 差 数 列 ， 则 由 等 差 中 项 公式 可 得 


2(, 7 )=( ，)+(，)， 


(2) 
也 nn i 
3,2) rr1)++3 小 
将 (2) 化 简 并 整理 得 
ni~(d+5)n+4dr(r+2)+2=0, (3) 


n?—(4r+9Mm+4(r+1)(r+3)+2=0. 
将 (3) 的 两 式 相 减 并 整理 得 n=2r+3。 此 等 式 即 为 (1) 构 
成 等 差 数 列 的 必要 条 件 。 
因此 ， 所 求 的 四 个 相 邻 的 二 项 式 系数 应 为 


(™) (一 ( ，)， (一 )， 4) 


r+l r+i+3 
但 由 (7 )- (2 )< <(，，)- (i) 


可 知 (4) 不 是 等 差 数 列 。 从 而 (1) 不 可 能 构成 等 差 数 列 。 
A-2。 在 (2〉 中 将 +，y 互 换 即 得 
(TY) 米 y=。 : (3) 
于 是 由 (3) 与 (1 ) 可 得 
《XT 米 Y) 洲 人 T= 二 《X 米 VD) 米 L(X 米 ) 米 yj 二 yy。 (4) 
再 由 (4) 与 (2) 可 得 
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Y 洲 久 二 [《X 洲 Y) 米 Tj 米 X= 二 XY 米 YY。 
因此 #* 符合 交换 律 ， 
为 了 举 出 米 不 符合 结合 律 的 反例 ， 令 
S= {0, 土 1, 圭 2, 寺 3，…}。 
VX, yES， 定义 ZT*Yy= 一 XY 一 y， (5) 
于 是 有 XY 米 (xy) =T#¥C-2-Y)= -XT-(-7T~ Y= 
(YT)wT= ~-Y-7)¥*I= ~ (-Yy-7)-7T=Yy, 
因此 定义 (5) 适 合 运 算法 则 (1) 和 (2)， 
VX,y,z€S， 我 们 有 
了 7 洲 ( 东 米 2) 一 了 洲 《 一 g 一 2) 一 一 2 十 攻 二 23 
(TY)xX2=(-T-Yy)¥Z=TX+tY-Z, 
因此 关 不 符合 结合 律 。 
A-3。 我 们 可 以 证 明 ， 当 且 仅 当 
f(z7)=Ax+B (4,B 为 任意 常数 ) 
时 ，f(7) 才 是 上 连 纱 函数 . 

由 定义 易 知 充分 性 成 立 。 下 面 分 三 步 来 证 明 必 要 性 ， 

(i) f(x) 车 为 上 连续 函数 ， 则 f(x) 必 为 连续 函数 。 否 则 ， 
假定 Xo 是 1(X) 的 一 个 间断 点 。 若 Xo 是 可 去 间断 点 ， 则 只 须 补充 
定义 (xo) 即 可 使 f(x) 在 x=zx。 处 连续 。 帮 不妨 认 为 zo 是 A(XY) 的 
非 可 去 间断 点 。 于 是 必 有 序列 {zjCGzo-8 2zo+8)， 使 得 
lim x,= To0. 


和 一 


由 施 笃 兹 (0.Storz) 定理 可 知 lim 于 了 x1=xo， 即 {zo} 


有 C 极 限 ， 但 是 {1(z,)} 无 C 极 限 ， 因 为 lim f(zw) 不 存在 。 这 与 


f(z) 是 上 连续 函数 矛盾 。 命 题 () 证 单 ， 
(Gii) f(z) 在 (~%，+ 0) 内 若是 上 连续 函数 ， 则 V4,6( 实 
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数 ) , 提 有 /(<3 一) = 工 (Fa + fC5)). 


?二 ， 假 定 存在 o，6 合 得 


证 明 ， 记 c = 


fee) = (f(a) + f06)). (1) 


考察 序列 


\xn} = {4,6,c,0,c,c,a,b,.…,a,b, Cs, C0,0,...}, 


2 2 2° 2 
易 知 im z=c, 即 {x,} 有 C 极 限 ,但 由 (1) 可 以 新 定 (f(z.)) 


无 C 极 限 。 这 与 /Cz) 是 上 连续 函数 矛盾 ， 命 古 (让 )) 证 毕 ， 
(1) 符合 上 述 (i)，(Cii) 两 条 结论 的 函数 f(z) 必 为 线性 函 
数 /(7) = Az+ 了 了。 


.. 6 
. 光一) = 二 1(a) + f(b), 


1(3)= fC0) + 3/00), 


b 
-> f( 2 )= 坟 fC +6) + /00), 


一 > flat+b)= fa) +f0) ~- fH00), 
一 一 之 1(Qi 十 Qi +as)=f(01) +f(as) + flas) ~- 2/00). 
应 用 数学 归纳 法 可 得 
六 Gil+… 二 Ci) 一 ai) 十 … + Ca) ~ Cn -1)f00), 
一 -> f(na)=nf(a) ~ (2 -1)f(0), 


=—> f=nf(-)-(n- 1/00), 
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=-> f(T)= f(a) + 2 fC0), 


一 -> 1 一 o)= 一 fma) + Lrc0) 


= mf(a) ~ Cm ~ fC) + 21 /0) 


mm Ri 
= —/(a) 十 nn /00), 


= (f(a) ~ 了 (0))+f(0)，m 为 任意 自然 数 。 


另 一 方面 ， 
1( 2 ) = 工 /Ca) + 本 (CD)， 


2/(0)= f(a) + f( ~), 
-一 > 用 -一 4 = 2/(0) -~ ~-f( 二 a) 


二 -一 (1(o) 下 (0)7) +f(0), 


令 a=1， 并 记 f(0)=B,，f(1) -fC0)= A, —=7, 则 得 


f(r)= Ar+B., 
其 中 7 为 任意 有 理 数 ，4,B 为 任意 常数 . 
再 由 jz) 的 连续 性 可 以 推 知 ， 对 任 一 无 理 数 c， 重 有 
f(a)= Ac 十 也。 
这 就 证 明了 上 连续 函数 必 为 线性 图 数 
f(2)= Az+B. 
其 中 zE(- sc，+co)。 
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A-4。 取 四 顶点 〈+w 2R，0)，(0， 土 2 了 R), 作 边 长 
为 2R 的 正方 形 。 令 柄 圆 


人 2 yy” 一 一 
Ya1, (0<b<a<v 2R) (1) 


与 正方 形 的 四 边 土 -ty= 2R 相 切 ， 则 


ZX2 (V2R+x)’ 
ot | 


有 重 根 。 由 它 的 判别 式 等 于 零 可 得 
a: +D2 一 2R2 
此 等 式 表明 ， 当 c 从 R 增 加 到 w 2 R 时 ，65 从 尺 减 少 到 替 。 对 应 
地 ， 正 方形 的 内 切 梢 圆 由 图 变化 到 退化 情形 一 24= 2v 2R， 
20=10。 
将 (1) 写成 参数 形式 


X=acost, y=0sint, 0<t<2n 
设 此 椭 图 的 周 长 为 4L， 则 我 们 有 
下 VV a’sint +p2cos2t dt 


-| V+ a (1— coOs21t) + DCKC1+cos2f) dt 
0 


-| / 及 2 ~ 40:cos2t df 。 
0 2 


其 中 ca = as -53: 对 后 一 积分 式 作 变 量 代 换 t= 二 - + 化 简 即 
得 《fi 仍 记 为 让， 


L= | (Y R:— 1 2c0s2t 
0 2 


+ Rz+ lorc0s2t )di. (2) 
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设 WE[o，p]， 作 函数 

FU) 一 p-u + p+u, 

二 + 一 上 一- 
VV p_ih Vv piu ? 

/在 [0，Dp] 上 是 减 函 数 。 

由 此 可 知 ，(2) 右边 的 被 积 函 数 当 c= 0 时 取 最 大 值 。 这 就 证 明 
了 内 切 于 正方 形 的 一 切 顶 贺 中， 以 圆 的 周 长 为 最 大 。 

上 面 我 们 直观 地 认为 正方 形 的 内 切 椭 图 的 长 短 轴 必 位 于 该 
正方 形 的 对 角 线 上 。 现 对 此 事实 证 明 如 下 ， 

在 w=-v 平 面 上 作出 w= 二 KR，v= 土 R 图 成 的 正方 形 。 设 其 有 


j’(u)= - 


一 内 切 椭圆 的 方程 为 
Au? + Buv+Cu?+Du+Ev+F=0, (3) 
其 中 44C~B:>0, (4) 


因为 w=R 是 (3) 的 切线 ， 所 以 
Cvu? + (BR+E)v+ (AR?:+DR+F)=0 


应 有 重 根 。 由 此 可 得 


(BR+E): -4A4CCAR’: + DR+F)=0., (5) 
同 理 可 得 (~-BR+E)*~4C(AR* -DR+F)=0. (6) 
(BR--D)’?-~-AA(CR?+ER+rF)=0 (7) 


(~BR+D)?-4A(CR?~ER+F)=0 (8) 
由 (5) 一 06》 及 (7) ~ (8) 分 别 消去 RC 考 0) 得 
~ 2CD + BE =0, 
BD- 2AE =0, 
由 (4)》 知 
-2C B 
4 
故 (9) 关于 D，E 仅 有 和 零 解 D=E=0。 于 是 (5) 和 (7) 分 别 化 为 
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(9) 


0, 


B2Rz-44CR: -4CF= 0, 
{ (10) 


B:R: -4ACR: ~ 4AF=0. 

若 F=0， 则 (10) 即 化 为 B: - 44C=0。 这 与 (4) 矛盾 。 故 

F 关 0。 于 是 从 (10》 推 得 4=C。 而 (3)，(4) 化 为 
Au2+Buvu+Av?+F=0, 4A? -~-B’: >0, 

此 椭圆 的 长 短 轴 显 然 位 于 w+v= 0 上 , 亦 即 位 于 已 知 正 方形 的 二 

对 和 角 线 上 。 

A-5。 假 定 对 于 某 个 n>>1， 使 得 n1《2" 一 1), 则 n 必 为 奇数 。 

设 ? 为 n 的 最 小 质 因数 (n 为 质数 时 ，p=n)， 由 欧 拉 定理 知 

27 ‘7 一 21 ”三 (mod p)。 (1) 


令 整 数 4 满足 不 等 式 0<m- (0- Dq<p- 1, 则 a= | 一] 
对 (1) 应 用 同 余 式 性 质 可 得 


2qCp1) 三 1 (mod p). (2) 
又 由 nn1(2"~1) 可 得 
On= 1 (mod p), (3) 
记 X, 二 nn-g(p~1)， 对 (2)，(C3〉 应 用 同 余 式 性 质 可 推 得 
2 =1 (mod p), (4) 
因为 0< 和 <p- 1， 所 以 人 十 D 一 > 和 XI 二。 令 
用 一 QI 和 AI 十 和 2， 
其 中 qi 为 整数 ， 且 0 过 ,<< 和 。 由 (3),，(4) 可 以 推 得 
2 = 三 1 (mod p)。 


依 此 类 推 即 可 求 得 一 系列 
p=1] (mod p), K=1, 2 ，…% t (5) 
其 中 诸 XMx 满 足 不 等 式 和 > 和 二 人 …… 盖 入 盖 0。 
由 于 无 限 递 降 的 结果 ， 最 后 必 有 ) = 1。 这 时 (5) 式 显然 不 
能 成 立 。 因 此 rn 二 (2" 一 1)。 
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A-6。 根据 题 设 条 件 并 应 用 二 项 式 定理 可 得 
| c ~ ) "f(r) dz =1。 


假定 除 零 测度 集 外 ， 恒 有 
[fC7) | <2"0n + 1), 


< 一 1=| Gz—1)"/Cr)dr <2n+ 1) | lz- 荆 Iaz=1。 
0 2 0 2 


这 一 矛盾 表明 ， 在 某 个 正 测度 集 上 ， 必 有 
|f(7) | 守 2° n+ 1)。 
8B-1。 我 们 来 证 明 下 述 结论 更 强 的 命题 ， 
设 P(z) 是 一 任意 三 次 多 项 式 ， 则 f(x) = e?'*’ 的 占 级 数 展开 
式 中 ， 不 会 有 三 个 相 邻 的 项 的 系数 都 等 于 零 。 
证 明 ， 应 用 莱 布 尼 次 公式 可 得 


ftsf p+ (7) fe p+ (2 )f ep’’, 


K 之 2。 (1) 
假定 存在 某 个 实数 或 复数 zu， 使 得 
fr) = r=/ (Zoo)=0， 

则 由 (1》 可 推 得 ， 对 于 k= +2,k+ 3，…， 和 恒 有 f'?(x0)=0， 
于 是 F(z)? 成 为 多 项 式 。 这 不 可 能 ， 故 命题 获 证 。 

B-2。 依 题 意 知 00)=0，v(to)=vo，4=v/(t) 非 增 。 因 
此 ， 当 vo 疡 0 时 ， 函 数 v2=2(41) 的 图 象 人 原点 出 发 ， 下 四， 上 升 
到 (fy v(t0)) 终 止 。 

i 从 零 开始 变化 到 to 时 刻 止 ， 质 点 运动 的 距离 So 可 由 图 中 
曲 浅 v=v(t) ,ZX 轴 及 直线 t= +t, 包 图 的 有 曲 边 三 角形 面积 表示 。51 
显然 不 小 于 以 《0，0)，(to，0)，(to，v0) 为 顶点 的 直角 三 前 
形 面 积 ， 
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1 25 
Folo 入 So 一 > 1 到 yk 1 


取 f= -+ 即 得 质点 运动 的 最 
长 时 间 。 这 时 "= "(t) 的 图 象 


v(t)= 


vo 1 
205 1 ， 0 委 ! 和 1 。 9 
0 图 98 


奇 vo 志 0， 则 二 不 能 取得 极 大 值 。 例 如 , 取 s 关 于 1 的 运动 方 
程 为 


sGD=s| cr+e( 二 ) -CG+e( 一 ) | 
0 0 


0 委 ! 和 1 
ds 
当 e = 二 0 时 ， U0 一 一 一 ，_ 


a |, = 0 当 8s>>1 时 ，vo<0。 这 两 种 情形 


都 完全 符合 题 设 条 件 ， 但 t ,可 取 任 意 正 值 。 
B-3。 我 们 有 
ABA=BA:B=BA:(AA-!)B=BA-'B, 
= 一 > AB:=ABA.A-1B=BA-1BA-1B=BA-!.ABA =B:A., 
应 用 数学 归纳 法 即 可 推 得 A4B*'=B*"4， 其 中 r 为 任意 正 整 
数 。 再 利用 题 设 条 件 即 得 
AB= AB:* = Bi* A=BA. 
因此 A，B 符 合 交 换 律 。 于 是 
ABA=BA:B—>A’B= A:*B:*—>B=3:—>B=1, 
B-4。 令 X=t',，y=1'* 1，2=t+ 1 则 我 们 有 
z=t+i1"+2 2y=1"+24+ 12"+8 
zj2 = tt3 tri4,. 2y" -2 = "1 + 


将 此 ?~ 1 个 等 式 交 蔡 乘 以 + 1 与 ~1， 相 加 得 
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2C1~Yy+Y mt Dy" 2) 一直 二 《一 179 一 2 
一 寺 二 《一 1 2 


据 此 ， 阁 宋 义 整 系数 三 元 多 项 式 


p(X,Yy,2) = 直立 一 D'y"| 十 《一 1) xz’, 


显然 可 得 pC", ,t+12) 二 1 <>p(T' 7! Tt) 
B-5。 设 4BCD 为 给 定 的 空间 四 边 形 ， 
/ABC= /ADC=a, /BAD= /BCD=8. 
今 AB=a, BC=6, CD=0, DA =d, AC=7Z, BD = y, 对 


人 ABCSAADC 
应 用 余弦 定理 可 得 
atbs-z? cds 一 2 
2 一 
(ab ~ cd)x’= (be -ad)t(ac- bd)., (1) 
同 理 可 得 ” (ad bc)y*= (cd -ab)(ac- pd)， (2) 


由 (1)，(《2) 可 知 ， 寿 
ab-cd=0， 则 ad~bc=0 
-一 a=c, b=d., 
因此 本 题 论断 正确 、。 右 
ab— cd 和 0， 则 aq- bc 直 0, ac -bd#0 
于 是 由 (1)， (2) 可 以 推 得 
ry = (a0~ bd):. 一 > 
(3) 或 Xxy+ bd 一 ac=0， 或 ry+ac -bd=0, 
根据 〈 空 间 ) 托 勤 密 定理 ， 由 等 式 (3》 可知 4，B，C，D 四 反 


共 圆 ， 这 与 题 设 条 件 矛 盾 。 因 此 本 题 结 论 正确 。 
B-6， 设 多 项 式 p(2)=1+z"+z"*+ 尺 +2"”*，。 则 有 理沙 
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数 - 一 ~ 2p(z) 的 宕 级 数 展 开 式 的 首 项 系数 为 ~- 1， 其 余 各 项 


系数 成 为 1 或 为 ~1。 因 此 我 们 有 
下 1 二 了 — 2p(2) <lzl+ zl + 4 
从 而 推 得 2pCz) > | 1 -~ -| 1 + 一 — 2p(2) 
>1+17 1 2 


当 1zj< 半 所 = 二 时 ， 我 们 有 


1~- |zj:>1-~ +t)>o, 


5-1 _( 必 5 -1 ) = 


1~)z)-|z2| ">1-—3 5 =0。 


因此 12p(z)]>0， 亦 即 pCz) 在 加 |z| < 所 一 -内 无 零点 。 


第 三 十 四 届 (1973 年 11 月 1 日 ) 


上 午 试题 
A-1。(i) 设 ABC 为 任意 三 角形 。 点 X、Y、Z 分 别 在 边 BC， 


Er 


AXYZ 的 面积 > 二 人 A43C 的 面积 。 (ii》 设 4BC 为 任意 三 角形 ， 
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点 X,Y、Z 分 别 在 边 BC,C4 ,4B 上 (但 对 距离 的 比 ,如 于 /18C 不 

作 任何 假定 ), 用 (iD 或 另 法 证 明 ， 三 个 三 角形 人 AZY,ABXZ， 

ACYX 中 有 一 个 三 角形 的 面积 < 人 XYZ 的 面积 . 
A-2。 考 虑 一 个 通 项 为 + 

(1/n) 的 无 穷 级 数 ， 其 土 符号 A 

以 八 项 为 一 段 的 周期 重复 .[ 有 

2 种 可 能 的 范式 ， 例如 其 中 两 ” ， 


种 Y 
二 十 一 一 一 一 十 十 
+-~-~-+—--~。 2 人 < 
对 应 第 一 种 ， 级 数 为 图 99 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
一 一 一 一 下 一 二 一 一 二 十 二 十 二 圭一 一 一 
! 3 1 5 6'7'g'gt10™ 1 
__l1 _ ] 


(i) 证 明 级 数 为 条 件 收 敛 的 一 个 充分 条 件 是 ， 在 每 段 八 项 
里 有 四 个 “+ ”号 和 四 个 “- ”号 。(ii) 问 上 述 充 分 条 件 是 否 
亦 为 必要 条 件 。 

4-3。 设 ?是 一 个 固定 的 正 整数 ，2410) 是 


1 
kin 
+ 


关于 所 有 正 整数 k 的 最 小 值 。 证 明 b(n) 与 FT 有 相同 的 整 
数 部 分 。[ 实 数 的 整数 部 分 是 不 超过 它 的 最 大 整数 ]， 
A-4。 函 数 f(z)=2*-1~x* 在 实数 轴 上 有 多 少 个 零点 。 
A-5。 在 三 维 空间 内 一 个 质点 满足 方程 组 


[这 里 xzCt)，y(t) ,z(t) 是 实 变量 :的 实 值 函 数 ]。 证 明 ，(i 和 大 
z(C0)，!VC0)，2z(0) 中 有 两 个 为 震 则 质点 不 动 ! 《ia) 阁 x(0》 
=y(0)=1 z(0)=0， 则 解 为 
X= sect, y= Sect 2=tgt 
这 里 如 果 x(0)=y(C0)=1， z(0)= -1 则 
r=]1/(t+1) y=1/(t+1). 2= -1/(t+1) 
(iii) 若 xC0)，y(0)，2z(0》 之 中 至 少 有 两 个 不 为 零 ; 则 
质点 或 者 在 将 来 的 某 个 有 限时 间 趋 向 无 穷 ， 或 者 在 过 去 的 某 个 
有 限时 间 由 无 穷 运 问 ， / 
A-6。 证 明 在 欧 氏 平面 上 不 能 有 这 样 七 条 不 同 的 直线 ， 这 
些 直 线 的 交点 中 ， 至 少 有 六 个 点 每 点 恰 为 三 条 直线 的 交点 ， 交 
且 至 少 有 四 个 点 每 点 恰 为 两 条 直线 的 奖 反 。 


下 午 试题 


B-1。 设 整数 集合 04，0:，…， Gon+1， 如 果 去 掉 其 中 任 
意 一 个 ， 剩 下 的 分 为 两 个 各 含 1 个 整数 其 和 相等 的 集合 。 证 明 
CGI 一 0 一 … 二 Gos+le 

B-2、 设 2=7X+iy 是 一 个 复数 ，7X 与 y 是 有 理 数 而 1z|=1,。 
求证 对 于 每 个 整数 n+"，1z*" -1| 是 有 理 数 。 
`”” B-3、 设 整数 ?>>1，ZX 是 满足 0 志 +<P 的 所 有 整数 ， 使 得 二 
次 三 项 式 z: -xz+D 是 素数 . [例如 pD= 5 与 p= 4! 就 有 这 种 性 
质 ]。 证 明 存 在 唯一 的 整数 组 a,o ,满足 


52 -4ac=1-4D，0<a 和 c，-a4 和 0<a。 
B-4，(i) 设 函数 /在 [0,13 上 有 连续 导数 满足 0 过 1 ‘(7X) 专 1。 
并 且 1(0)=0。 求证 
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[nm fraz| >| fz) J dz, 


(ii 作出 一 个 使 上 式 等 号 成 立 的 例子 。 
B-5。(i) 设 z 是 二 次 方程 
az? + bz+c=0 
的 一 个 根 。7 为 正 整 数 。 求 证 z 能 表示 为 ?2"，a，2，c 的 有 理 函 
数 ， 
(ii) 用 (i) 或 另 法 将 z 表 示 为 z* 与 z+ (1/z) 的 有 理 函 数 。 
B--6。 在 域 (0<9<2x 上 
(i》 证 明 sin?9.sin209 在 Xx/3 与 47/3 有 极 大 值 (因而 在 27/3 
与 5T/3 有 极 小 值 ). 
《ii》 证明 
jsin26{sins(20) esina(40) .sins (2" "10)}sinC2"90) | 在 
9= 和 /3 有 极 大 值 ， 
《iii) 证 不 等 式 
Sin20.sin?*(20) sin? (C40) .sin’* (2"0) < (3/4)", 


解答 


A-1。(i) 若 X，Y，Z 是 各 边 中 点 ， 则 人 XYZ 的 面积 为 
人 4BcCc 面 积 的 四 分 之 一 ,只 要 BX 近 XC, CY< Y4 ,与 4Z 过 2B， 
将 X，Y，Z 中 的 一 点 移 到 它 所 在 边 的 中 点 ， 另 外 两 点 不 动 时 ， 
AXyZz 的 面积 不 增 。 因 为 这 时 AXYZ 固 定 的 一 边 上 的 高 减少 或 
不 变 。(ii) 在 (i) 的 假定 下 ,位 于 三 个 角 的 三 个 小 三 角形 的 面 
积 的 和 不 大 于 整个 面积 的 四 分 之 三 ， 于 是 它们 之 中 必 有 一 个 的 
面积 小 于 人 XYZ 的 面积 。 所 有 其 他 情况 与 XC< BX 与 CY< YA 
的 情形 有 相同 的 结果 。 考 碟 边 XY 上 的 高 即 可 得 知 人 CXY 有 比 
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人 XYZ 小 的 面积 。 
4-2。 条 件 是 充 要 的 , 设 wu = 土 二 ，S,=U+…+Ws。 因 


为 当 n->co 时 ww,>0。 当 且 仅 当 {58 +} 收敛 {5,} 收 敛 。 由 于 
本 ] k 


mi 


1 nt+k nn + kK) 


允 十 收敛 ， 而 对 二 发 表 。 证 得 每 眉 八 项 里 有 四 个 “+ ”号 与 
四 个 “~~” 号 的 序列 {Sn}。 正 负 号 配对 成 四 个 收敛 序列 的 逐 项 
和 。 故 {Ss,} 收 敛 ,否则 作为 一 个 收敛 序列 与 一 个 发 散 序 列 的 和 
而 发 散 ，。 
A-3。 令 c(n)=v 4n+1 ，[Lx] 宪 示 7x 的 最 大 整数 部 分 。， 则 
要 证 明 [LbCn)]= [eCn)]。 设 kCn) 是 使 得 k+ 二 为 最 小 的 k 值 ， 
则 
bn 1)<RCn) + {Cn- 1)/kCn))} 
<kCn) + {Nn/KCn)Y = bn), 
印 bn 1)< Cn) 。 令 1 是 一 个 正 整 数 ， 则 
blm’) = om boom’: +m)=2m+1 (DD 
由 (了 D 与 5(n) 是 严格 增加 的 ， 得 
[en)j= 2m Wm<n<m+m 
[btn)J=2m+1 Bm +men<(m+1)", (ID 
cm ~1)=V fm: -3 <2m, 
cm’))=v 42 二 1 >2m, 
cm +m)=v 4m:+Am+i+1 =2m+1, 


故 用 [Cn)] 赫 换 [c(Cna2 ] 时 (1 仍然 成 立 。 
8 dis 


A-4。 有 三 0，，1 与 某 个 x>>1。 前 两 个 显然 。 后 面 zx> 1 从 
1(4)<. 0 与 5)>0 或 当 z-> + 0o 时 1(7)-> +co 从 1 (1) 过 0 推 得 。 
因为 根据 罗 尔 定理 车 f 有 四 个 零点 则 f/// 有 一 个 零点 ， 但 是 
了 “(z) = (log2) 2* 关 0， 对 所 有 的 z， 故 没有 更 多 的 零点 。 

A-5。(i) 若 Z(0)，8C0)，2(0) 中 有 两 个 为 零 ， 则 z7(0) 
= y'(0)=2(0) =0。 由 唯一 性 定理 即 得 证 (方程 显然 是 李 普 
希 效 ”). 

(ii) 显然 ( 它 是 (iii) 的 一 个 提示 ). 

(iii) 现 将 方程 组 写 为 对 称 的 形式 ， 

ZX 一 8 = 227 三 TUZ， 
于 是 X* 一 cl =y* -60s=2? 一 Cs,C; 为 常数 。 不 失 一 般 性 , 设 
C1 之 C0; 之 Cs 并 令 cs=0。 得 2*<y 7z* 并 且 
27=71*~C=Yy:—C, Ci 之 10， 
dz 
at 
令 时 间 t 按 照 让 |z| 增 加 的 方 同 变动 (依赖 z 的 符号 与 平方 根 前 的 
+ 号 )， 

简 言 之 ， 当 z(0) 之 0， 且 平方 根 前 的 符号 为 +, 则 让 时 间 向 

正身 变动 。 因 为 
t= dz/ (zs+ci)(2:+c,) ， 


关于 2 的 积分 收敛 ， 即 存 有 限 的 时 间 t 使 得 z 可 取 无 穷 大 。 
A-6。 平面 上 任何 两 条 不 同 的 直线 至 多 有 一 个 交点 ， 现 共 


有 ( ，) = 21 直线 对 ,一 个 三 重 交点 算 作 三 对 不 同 的 直线 的 交点 ， 


一 个 简单 交点 算 作 一 对 直线 的 交点 ， 故 由 6*3+4*1=22>21 得 


出 矛盾 ， 
B-1。 所 有 a; 一 定 有 以 下 性 质 ， 无 论 去 掉 那 个 a;, 剩 下 的 2n 
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= + (2:+c.)(2*+c,) 四 


个 整数 的 和 总 是 偶数 ， 一 个 类 似 的 论断 它们 都 是 同 余 的 (mod 
4)。 并且 每 个 ci 能 成 立 的 这 种 性 质 对 于 整数 ci/2 a; 是 偶数 ) 或 
对 于 整数 (ai -~ 1)/2 (a; 是 奇数 ) 仍然 成 立 ， 继 续 用 这 种 方法 ， 
对 于 每 个 k， 所 有 的 ,是 同 余 的 (mod209 。 这 仅 当 它们 相等 时 
才 成 立 ， 

B-2。 设 2=e"' 与 2"=w=U+iy (uw 与 y 是 实数 )。 则 
| 2 "一直 = 一 =[G 1) + 24) 一 2 ,这 
里 用 到 w*+yY*=1。 [lz*"-1|=2|sinn9| 可 由 几 种 方法 ， 利 用 
一 个 筹 边 三 角形 即 易 证 出 ]。 故 当 z= cos8 y=sin9 为 有 理 数 时 ， 
y= sinn0 为 有 理 数 。 当 n 宇 0 时 ， 可 从 (7 +iy)"=4W+i 认 或 对 于 正 
弦 与 余弦 的 加 法 公式 用 妇 纳 法 来 证 明 , 而 当 <0 时 可 由 sin( ~ C) 
= Sinc 来 证 明 。 

B-3。 满 足 条 件 的 一 个 三 数组 (a,6,c) 是 (1，~1, DP); 
还 要 证 明 它 是 唯一 的 解 。 因 为 6: 三 1(mod4) 显然 2 一 定 是 奇数 ， 
又 6: 二 (60)* 记 2 =2x 一 1 则 由 60* ~ 4ac=1 ~ 47 得 z 一 Z+Dp 
= QC, 

车 0 和 z<p， 由 假设 可 知 0c 是 素数 ， 则 由 0<4 近 < 得 ac= 1 
从 -as 和 pg<a 与 pb 的 奇 性 得 0= 一 1。 又 由 1 一 4p=b: 一 4ac=1-4c 
得 c=p。 因 为 z= (6b| +1)/2 之 0 利用 它 来 证 z<p。 由 |2| 所 
<c,， 0 ~4ac=1-~4p 和 PpP 宇 2， 利 用 

3g’:= a ~a:<dac-b:=4p-1 


bl<asv dp-1)/3. 
z=(|b| +1)/2<v p/3 +1/2<P 


即 得 x 过 Pp， 
B-4。(i》 即 下 面 的 定理 。 
定理 ， 如 果 f 在 [0,1] 上 连续 ，f(0) =0。 又 在 《0,1》 内 有 
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0<<f/(7x) 志 1，。 则 除了 丰 [0,1] 上 或 者 f(x) =x 或 者 f(x) = 0 外 ， 
有 


[raz| > | [jz7)] dz 


证 明 ， 定义 G(Gf)= ?| fz)dz~[fC1)]:, 这 里 1 E50,1]， 


则 GC0)=05 Gt)= 2f01)[1~1(1)1=0, 所 以 GC4D>0 并 
县 f(1)G()>0, 


定义 FG)=[| fo?az| -| ca]saz 这 里 tcroD。 


则 PFC0O)=(0 与 下 (的 = 帮 GCCft 关 0。 所 以 F(1) 宇 90， 特别 是 
F(1) 关 0， 

仅 当 对 于 所 有 的 妇 11DGCf) =R tf) =0 时 ， 等 号 成 立 ， 
那 末 对 于 某 个 k， 在 [0,k] 上 f=0 目 在 (k,1) 上 G/= 0 时 f>0。 故 
仅 当 k= 0 或 k= 1 时 在 (Kk,1) 上 f=1， 因 为 否则 fC(k》 同 时 有 
定义 又 没有 定义。 

(ii) 唯一 的 答案 是 jz) = z。 

B-5。(i) 令 r= -0/4 与 ;= ~ 2/a。 由 初始 条 件 po = 0， 
p,=1，9go=1]1 或 4gi=0 以 及 递归 公式 D=rp, -+Sp :与 go。= 
rdg,-l +Sg-，《〈 当 ?过 1)。 定 义 r 与 :的 多 项 式 为 P, 与 4。 利 用 2== 
r2% :+S2 并 由 数学 归纳 法 可 证 2"= 7 了 ,z+4, 并 可 证 p,《? ,5) 的 
所 有 系数 是 正 的 ， 那 么 

z=[2"- qn(-b/a~c/a)p (~b/a, ~ce/a) 
的 右 端 分 子 分 母 同 溢 以 违 当 的 区 ， 得 

z=F(2", a, b, c)/G(a, b, c) 
这 里 F 与 G 是 整 系数 多 项 式 。 因 为 p,(r,s》 的 所 有 系数 是 正 的 。 
这 对 于 G(a,6b,c》 同 样 正确 。 故 Gl4,8,c) 不 恒 等 于 零 ， 因 而 
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F/G 为 所 求 。 

(ii) 仿 v=x+1/x， 则 x?-vr+1=0。 册 (i) 用 x 替换 z 得 
Z 二 psx+4s， 这 里 Pp， =v -1，4s= 二 ~-v。 故 

T=(7 ~- qs)/Ds = (7 +0) 0’ ~1), 

B-6。(j 用 简单 微分 法 。 

(ij 用 归纳 法 。 当 4= 1 时 即 (i) 

现在 当 "+1 时 的 表达 式 与 当时 的 表达 式 的 比 为 
|sin229.sin2"+10|。 因为 6= /3 得 2 三 27/3 或 4z/3(mod27) 。 
这 比值 当 9=X/3 时 为 极 大 ， 由 归纳 法 ， 则 全 体 表 达 式 为 极 大 。 

(iii) 秆 06=T/3， (ii 的 表达 式 怡 好 等 于 (3/4)”"?; 它 
的 2/3 次 医 为 〈37/4)"， 这 是 极 大 值 : 通常 (ii) 的 表达 式 的 2/3 次 
宕 近 (3/4)"。 为 了 从 这 里 导出 〈iii)y 的 表达 式 ， 增 加 两 问 因 子 
sing 与 Sin2"0 的 季 次 :因为 |sino[ 和 1， 这 只 能 使 乘积 减少 。 
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上 午 试 题 


4-1， 如 果 一 个 正 整数 集 
合 中 没有 三 个 数 是 两 两 互 素 则 
称 之 为 “有 异 质 的 。 问 从 1 到 16 
的 整数 的 集合 中 “ 异 质 "的 子 集 


合 的 元 素 的 最 大 数目 是 多 少 ? 
A-2。 竖立 于 地 面 的 平面 图 100 
内 有 一 圆 ， 并 在 此 平面 内 有 一 起 点 4 及 图 是 固定 的 终点 


点 4 位 于 圆 外 且 高 于 圆 的 展 甩 可 以 沿 闭 圈 上 变动 。 
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《最 低 的 一 点 )。 一 质点 从 4 出 发 沿 倾斜 直线 无 寄 氟 地 滚 下 ， 直 
到 与 图 周 相 磁 。 问 哪 条 直线 能 使 得 下 降 时 间 为 最 短 ? [假定 重 
力 在 这 区 域内 为 常数 ,不 计 相 互 作 用 等 等 ]， 

A-3。 根 据 下 面 的 定理 ， 

一 个 素数 p> 2 当 且 仅 当 PsI1Cod4) 时 ， 能 写 为 两 个 完全 
平方 数 的 和 ( 即 p=m? +n?，m，n 是 整数 )， 

求 出 那些 素数 ， 使 之 能 写 为 下 列 两 种 形式 之 一 

(1) zx:+16y’, (C17) 47 + 47y + SY?. 
这 里 z 与 y 是 整数 ， 但 不 一 定 是 正 的 . 

A-4。 将 一 个 均匀 的 硬币 上 抛 n 次 ， 用 再 珍 示 出 现 正 面 的 
次 数 ， 用 工 表 示 出 现 反 面 的 次 数 。 求 1H-~T| 的 期 望 值 ? 即 求 
闭 式 

> 
直人 
的 值 .( 问 题 中 * 闭 式 ? 意 指 不 包 My 
含 级 数 的 形式 ， 已 知 级 数 能 化 
为 仅仅 包含 二 项 式 系 数 、z 
和 2z” 的 有 理 函 数 ,以 及 最 大 整 
数 函 数 5z ] 的 一 个 单一 的 项 )。 

A-5。 了 两 条 抛物 线 y=2 与 
y= 一 x? 彼此 相 切 。 (它们 分 别 图 101 
有 焦点 (0,1/4) 与 (0, ~1/4), 分 别 有 准 线 y= 一 1/4 与 y= 1/4)。 
上 面 韵 抛物线 无 滑动 地 围绕 下 面 因 定 的 抛物 线 深 动 。 求 动 的 抛 
物 线 的 焦点 的 轨迹 ，(0,1/4) 是 动 的 焦点 的 初始 位 置 。 

A-6。 对 于 每 个 整数 ， 多 项 式 (z++1) (2+2).…(x+n) 
的 值 显然 能 被 5 整除。 已 知 ?， 令 和 = KG8) 是 六 一 整 多 项 式 ( 即 
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首 项 系数 为 1 其 余 系数 为 整数 )。 
JZD 一 GZEL 二 十 G 
中 ， 使 得 (+) 的 值 对 于 每 一 个 整数 z 都 能 被 4 整除 的 最 低 次 数 
求 n 与 =kCn) 的 关系 式 。 并 求 对 应 于 n=1,000,000。 的 
的 值 ， 


下 午 试 题 


B-1。 在 图 周 x*+y?=1 上 ,有 哪些 位 置 ( 不 一 定 不同 ) 的 五 
个 所 Pi,Ps，*… …ps， 使 得 矩 离 的 和 


2 d(pi, Pi) 


< 
为 最 大 ? (这 里 d(p，9) 表 示 点 了 与 49 之 间 的 直线 距离 》。 

B-2。 设 y(7x) 是 实 变量 z 的 一 个 连续 可 微 的 实 值 函数 ， 证 
明和 着 当 Z-=+co 时， (02 +g2-0， 则 当 z-> + co 时 22) 与 
VCz)->1。 

B-3。 求 证 车 a 是 使 得 

COS mx 一 
的 实数 ， 则 a 是 无 理 数 〈 这 里 角 ra 用 弧度 制 )， 

8-4。 和 定义， 两 个 实 变量 的 实 函 数 9，R:~> 及 连续 ,如 果 对 
于 每 个 点 (zo，2)ER* 和 每 个 e>0 存在 相应 的 0 汪 0, 使 得 当 
[2x0 + (Y-Yo) J! ?<O 时 ,有 |9(X,y) 一 9(zo yo) < 之 2。 

此 外 ， 函 数 f，R*->R 分 别 对 于 每 个 变量 连续 ， 如 果 对 于 
y 的 每 个 固定 值 y。， 沙 数 f(z，y。) 作 为 x 的 函数 在 通常 意义 下 
连续 。 类 似 地 ，f/《z。，y) 作 为 y 的 淆 数 在 通常 意义 下 连续 ， 

设 f，R* 一 R' 分 别 对 于 每 个 变量 连续 ， 求 证 存在 一 个 连续 
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函数 序列 9,，R:-~>R， 使 得 
f(x, y) =limg,(7, y) 
对 于 所 有 (7z，y) ER? 成 立 。 
B-5。 求 证 
1+ On/11)D+ NR /21) + + 0" /ni1)>e/? 
对 于 每 个 整数 m> 0 成 立 ，( 可 以 假定 已 知 台 劳 余 项 式 


T! | | 
EC 一 ~ 一 一 | (rx-t)"'e'di 
FoR! nl , : 


以 及 m=| tedt. ) 


B-6， 对 于 一 个 有 个 元 案 的 集合 ， 基 数 ( 即 集合 的 元 素 的 
个 数 》 分 别 为 OCmod3)，1Cmod3)，2(mod3)。 计 算 


Si = SE (£) Mi=0,1,2, 


四 Pd 


并 对 于 所 有 的 整数 4 家 了 明 Su 与 Si， 与 $S:,，* 的 相互 关系 ， 
特别 在 n= 1000 的 情形 ， 证 明 这 三 个 和 数 之 间 的 关系 。[LSb 的 


定义 的 一 个 例子 是 Su,e= (0 ) + (3)+(8)=221， 


解答 


A-t。 在 {1,2,…，16} 中 的 任何 一 个 异 质 的 子 集 (C357， 至 
多 有 两 个 数 取 自 两 两 互 索 的 集合 (1,2，3，5，7，11，18j， 央 
而 至 多 有 16 ~- 《7 ~2)=11 个 数字 。 而 
{2,3,4,6,8,9,10,12,14,15,16} 
是 一 个 有 11 个 元 素 的 CS， 故 答案 为 11。 
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A-2。 设 5 是 直线 AB 与 圆 的 另 一 个 交点 ， 又 设 4 是 直线 
A8 的 倾斜 角 。 设 4B= 与 4C=c。 下 降 的 时 间 的 平方 与 b/ 
sing 成 比例 ， 因 而 与 1/csin6 成 比例 。 因为 0c 关于 9 是 常数 ， 
当 csing 极 大 时 时 间 为 极 小 。 改 应 取 C 点 为 图 周 的 席 。 

A-3。 如 果 Pp 三 1(mod4) 或 是 (4):p 三 1(Cmod8) 或 是 (B): 
Pp 三 5(mod8), 兹 证 (4) 与 (8) 分 别 是 (i) 与 (让 的 充 要 条 件 , 若 Pp = 
m 二 ”县 Pp 是 奇数 ,不 妨 设 m 是 奇数 nn 是 偶数 。 则 p=m? + 4v?， 
而 且 m* 三 1C1nod8)， 由 (A ), v 是 偶数 并 且 P=m? ”+16w*。 反 
之 由 p=m’?:+16w!: 得 p=m’=1(Cmod8), 册 (B ),v 是 奇数 ,对 于 
某 些 丈 数 4&， 了 =24+D， 并 且 p=(24+D) +40* = 447+ 4Uv 
十 522， 反 之 ， 由 了 p=4U2+4UU+5502， 并 且 pp 为 奇数 得 了 = (24 
+v):+20! 而 v 为 奇数 ， 故 D 三 5Cmod8)， 

A-4 因为 


SR) 三 ADC) -SC 
= > ("x n 一 1) -n(n-1)) 


5 < 2 


人 


下 < 


=n(ra- 1572 


为 所 求 ， 

A--5。 令 为 固定 的 焦点 ，M 为 变动 的 焦点 ，T 为 变动 的 
彼此 相 切 的 点 。 由 抛物 线 的 反射 性 ， 在 T 点 的 切线 交 FT 所 成 
的 角 与 交 竖 线 所 成 的 角 相 等 。 由 此 及 两 抛物 线 的 全 等 性 MT 是 
坚 线 并 且 线 段 FT 与 MT 相等 。 由 抛物 线 的 焦点 与 准 线 的 定义 得 


知 ，M 一 定 是 在 水 平 的 固定 的 准 线 y= 二 上 。 
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A-6。 设 p(k，2x) 是 首 一 多 项 式 (T + 1)《x+ 22…(Cz+K)， 并 
设 是 一 个 整数 。 则 PC(K，m) 被 k! 整除 。 这 是 因为 这 个 商 的 
绝对 值 〈 即 使 六 是 负数 ) 是 一 个 二 项 式 的 系数 。 因 此 ， 如 果 n 
Ik! 则 有 一 个 次 首 一 整 多 项 式 f(z7)。 对 于 所 有 整数 mm 有 nn| 
fm)。 反 之 ,条 件 niki 是 必要 的 , 因为 一 个 上 次 首 一 整 多 项 式 
的 Kk 阶 差 分 1 是 可 以 被 所 有 的 值 {(m》 的 任何 公 因 子 所 除 尺 
的 ， 

因为 使 5°|si 的 最 小 5 是 5=25， 所 以 KC(10°)=k(52°) 
= 25, 

8-1。 因 为 Pi 不 必 不 同 ， 故 这 和 数 是 在 紧 致 集合 CxCxC 
xCxC 上 的 连续 函数 ， 这 里 C 是 圆周 。 故 极 大 值 存在 。 由 证 
明 

S=d(p.p,) +ad(p,ps) td(psp,) td(p,ps) +ad(lpsps) 

T=d(p1ps) +d(psps) +d(psps) + adaC(psp1) + al(psps) 

有 相同 的 极 大 化 ， 来 证 明 当 Pp; 是 正 五 边 形 的 顶点 时 达到 极 大 ， 

对 于 SS 或 工 确定 四 个 点 ， 则 这 和 数 的 变化 部 分 为 
D=d(p，ac)+d(p 0) a， 2 固定 

用 正弦 定理 可 证 明 卫 是 sinz +sinB 的 常数 倍 ， 这 里 4= ~pab， 

8= Apba,，a+B 是 常数 。 则 不 难 证 明 除 非 了 关于 a 与 6 对称 ， 

否则 DD 不 是 一 个 极 大 值 ， 

8B-2。 如 果 对 于 一 个 趋向 + 的 序列 {X,} 有 Jy‘(7,)=0. 由 
假设 得 yx,) 一 0。 因 此 ， 当 XX 一 co 时 一 定 y(XY)->0。， 由 于 这 些 
rz。 可 能 包括 一 些 相对 极 大 与 极 小 值 ， 故 当 2 -ce 时 也 有 yzZ) 


~—> 0, 


此 外 存在 一 个 xu， 使 得 当 z zx。 时 有 y/' 二 0， 所 以 (y')” 
>>0， 令 2 >xz 并 分 两 种 情形 讨论 ，(i 办 >0。 奇 2 无 上 界 ， 
ys 及 (y')*+ys 也 无 上 界 。 这 与 假设 Z 一 ce 时 (7 ) +2 一 0 
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矛盾 。 和 看 ! 有 上 界 ， 赵 于 有 限 的 极限 ， 则 六 ，(2) ，2 均 有 
极限 。 因 2 有 界 9/ 的 极限 为 0， 则 yy 也 以 0 为 极限 。(ii) y/ 
0。 除 非 y 没有 下 界 ， 人 否则 不 存在 问题 。 则 可 以 假设 y 二 0 并 
且 比 较 vy 与 微分 方程 


y'=— 上 上 |y|:/? y<0 


0 
Ea 


的 解 。 在 一 个 有 限 区 间 内 每 个 解 发 散 , 趋 于 - co .gz ) 也 如 此 ， 
与 对 于 所 有 的 十 分 大 的 z 假设 y 有 定义 且 光 滑 相 矛 盾 。 

B-3， 若 a=r/s， 这 里 r 和 s 为 整数 , 且 s>0， 则 选取 任何 
吾 数 8，cos(fzxew) 至 多 有 2s 个 不 同 的 值 ， 当 coszg 一 -时 ,利用 


公式 cos20 = 2cos 9- 1 和 数学 归纳 法 证 得 

cos(217o) =t/32 (m=1, 2, 3, **) 
这 里 上 是 不 能 被 3 除 尽 的 整数 。 所 以 这 些 余 弱 值 形 威 一 个 相 姑 
的 值 的 无 限 集合 ， 故 0 是 无 理 数 。 

B_4。 对 于 每 个 za ,构造 函数 g,(z， 纺 如 下 ;首先 用 直线 族 
{z=m/n} 将 xry- 平面 分 为 宽 1/n 的 不 同 的 垂直 带 (这 里 是 整 
数 )。 沿 着 每 个 竖 线 z=m/n， 令 g.(x，y)=/(x，y)， 并 且 在 
其 闻 作 线性 插值 〈2 保持 一 定 而 让 变动 )。 则 因 f(zo， 办 关 
于 y 连续 而 有 9,(7，y) 连续 ， 因 f(x， yo。) 关 于 X 连续 而 有 
gr(T, Y)—> fT, Y). 

B-s。 要 证 


- nn _ 1 " | € 
2 re 1)"e'dt> 
即 等 价 地 证 明 
m1>207"| ~ Drerdt 
人 
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[edi>20"| Cn- 1)"e'dt 
仿 W=n 一 + 上 式 化 为 
[eedt>2f ee 


等 价 于 [edu> | ee , 
角 必 
设 /CU) = e 一 则 只 要 证 明 下 式 即 可 ， 
fm+h)> fn -hh) 当 0<hen, 
即 等 价 于 Gm+h)"e™ 宇 (n-h)"e’. 
nin(n+h) ~-h>nlnn -hh)+h., 
设 gh)=ninCn+h) -nlnCn-h) 一 2h， 则 gCo) =0。 并 且 对 于 
0<h<n 
dg_ hn 
dh n+h 
所 以 当 0<h<n 时 ，g(h)>>0 得 证 ， 
”B-6。 设 nh 三 rC(mod6) 这 里 r 取 自 {0，1，2，3，4。5}。 则 有 
下 表 ， 


也 _ 2n: 
十 Tn 2 nr 2>0. 


r 0 1 2 3 4 
S a+1 b C d~-1 8e 
Si,。 4a b c+1 d e 
S a b-1 c d e 


Si, 和 一 ji-1;s-1 + nl (这 里 0 -~ 1 三 2410437) 
用 数学 归纳 法 得 出 。 而 此 会 式 可 从 


(k)= (k-1)+("k ) 
立即 得 到 ， 和 数 可 用 上 表 及 
2 A44® 


So. a 二 SS], ns n=2" 
来 计算 ， 当 n=1000 则 r=4 旦 
D0, 1000 = 31, 1000 = 9,, 1000-1 一 (2 0 -~ 177 3。 
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上 午 试题 
A-1。 设 整数 4 是 两 个 三 角 数 的 和 


to ,b+b 
2 2 
将 4n+ 1 裘 示 为 两 平方 数 的 和 4n+1=x?+y， 并 且 x 与 y 可 用 
”0 与 6 表示 。 反之， 证 明 若 4n+ 1=22 + 多 , 则 ?是 两 个 三 角 数 的 
和 《这 里 a、b、x,y 为 整数 ).。 
A-2。 有 那些 实数 对 5、 使 得 二 次 方程 z* + bz+ c=0 的 
两 个 根 都 在 修平 面 的 单位 略 瞧 {|z| 二 让 之 内 ? 
在 实 bc 一 平面 上 作 使 得 上 述 条 件 成 立 的 区 域 的 图 形 〈 即 确 
定 区 域 的 边界 线 ) 
A-3。 设 常数 4，b，c,0 达 a 过 0b<c。 在 三 维 空间 R: 的 集合 
{z+y+2=1 TD0 80 2>0} 
的 什么 点 处 ， 函 数 Fz,y,z) =2Z+ 加 +2 取 极 大 值 与 极 小 值 ， 
A-4。 设 n=2m， 这 里 是 大 于 1 的 琳 数 ， 令 0=2 
将 (1 一 了) 表示 为 9 的 多 项 式 
GAO + O10 1+ +0G10+ G0, 
这 里 c; 是 整数 。 
A-5。 设 y1:(z) 与 y:(z) 是 微分 方程 y” =1(x) 8 在 实 轴 的 某 
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二 


个 区 间 1 上 的 线性 无 关 的 解 。 其 中 f(z) 是 实 值 连续 函数 。 设 在 I 
上 2:(z)>0 ys(Z) >0。 证 明 存 在 一 个 正常 数 c ， 使 得 在 I 上 画 
数 

2(2Z) 一 cw yr rT) 


满足 方程 z+ 一 =f(z)z， 

A-6。 设 P,，P:,P, 是 三 维 空间 的 一 个 锐角 三 角形 的 顶点 ， 
求证 总 可 以 加 上 两 点 P* 与 Ps， 使 得 没有 三 点 共 线 ， 并 且 通 过 这 
五 点 中 任何 两 点 的 直线 垂直 于 由 其 他 三 点 所 定 的 平面 ， 

解答 中 要 说 明 所 加 点 P, 与 P 的 位 置 ， 


下 午 试 是 


B-1。 在 有 序 整 数 对 (m,8) 的 加 群 肉 三 个 元 素 (3,8》 (4， 
~1) (5,4)[ 这 里 加 法 定义 为 (mn) 车 Cm/ 8 ) 二 (m+ 和， 十 
n/)]， 生 成 子 群 H。 则 HH 有 (1,6) (0,a) 生 成 的 子 集 (94, 5 为 整 
数 且 4 二 0)。 求 a. | 

B-2。 在 三 维 欧 氏 空间 内 ， 定义 处 于 两 平行 平面 间 的 点 的 
开 集 为 一 板块 。 两 平面 之 间 的 距离 称 为 板块 的 厚度 。 已 知 厚 度 


分 别 为 di， d;, … 的 旅 块 的 无 穷 禾 列 S0， S29 **°y 使 得 > di 


收敛 
证 明 在 这 空间 有 某 个 点 ， 它 不 包含 于 任何 一 个 这 样 的 极 块 


内 ， 
B-3。 设 Sa，…， aa) 表示 al， …，an 的 第 k 个 初等 对 称 


函数 ， 这 里 K 一 定 。 对 任意 的 n 之 k 以 及 任意 的 正 实数 0 ，…， 
4, 的 数组 ， 求 
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Si(G，…，dn)/[S CG 7 1) 

的 上 确 界 ( 即 最 小 上 者》MK. 

B-4。 是 否 存 在 单位 圆 ?* + y* =1 的 一 个 子 集合 B， 使 得 

(i》B 是 拓扑 闭 的 。(ii) 8B 恰 售 加 的 每 条 直径 的 一 个 端 后 
(一 个 集合 B 是 拓扑 闭 的 ,如 果 它 包含 B 内 的 每 个 收敛 序列 的 极 
限 操 )， 

B-s。 设 fo(7)=e”, fs:1(7) =ZXf/,(7) n=0,1,2,'")。 
证 明 
5 fd) er 


-0 


B-6。 证 明 ， 车 S,=1+ 广 十 二 二 则 


(i) nmn+ 1 "<n+S,, Bn>1. 
(ii) Wm~ 1m TD < 一 


解答 


A-1。 设 n=[(Ca?4+a)/2]4+[Cb?+ Bb)/23,4G，2 为 整数 。 则 
dn+1=24:+24+20?+20+1 
=(g9+b+1)’+ (a~ b)°, 
反之 ， 令 48 十 1 三 2 十 2 4， 2! 为 整数 , 则 z 与 之 一 恰 为 奇 
数 。 从 而 = (T+y~1)/2，20= (7~-y-1)/2 是 整数 。 容 易 验 
证 
[Kaz +a)/2]+ LC?+0)/2] 
= (x +Yy -1)/4=n, 
A-2。 顶 点 为 (0， 一 1)，(2,1), 《~ 2,1); 以 直线 
L, :c=1,，L2:C~b+1=0,Ls:Cc+6b+1=0 为 边 的 三 角 
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形 内 部 为 所 求 区 域 。 事 实 上 ， 令 /(z)=2z2+bz+c 设 它 的 零点 
为 与 5。 则 -b=1r+s,，e=rs。 叉 
(T+1)(s+1)=rs+r+st1=e-b+1=f(~1) 
(Tr—1)(s—1)=rs—-r~-st+1=e+b+1=f(1) 
在 L, 上 或 下 面 ， 至 少 有 一 个 务 点 是 实 的 ， 且 不 大 于 ~ 1。 这 或 
者 由 (r+1)Cs+ 1) 专 0, 或 者 由 fC~1) 志 0 并且 y= f(x) 的 图 形 是 
一 和 阿 上 开口 的 抛物 线 而 得 。 同 理 ， 在 Ls 上 或 下 面 一 个 零点 为 实 
的 且 至 少 是 1. 在 上 :上 或 上 面 至 少 一 个 零点 绝对 值 大 于 或 等 于 1， 
故 记 求 的 点 (2,c) 一 定 在 这 个 三 角形 内 。 
反之 ， 若 (5o,c) 在 这 三 角形 内 。， |c| 二 1 从 而 jr| 过 1 或 |s| < 
1 或 两 者 都 成 立 。 芳 零 上 后 为 复数 ， 它 们 是 共 钝 的 且 |r = |s|， 则 
由 jc 天 1 得 上 nr = | 人 <1。 若 零点 为 实数 ,由 [cj 过 1 得 至 少 一 个 
零点 是 在 (~ 1,1) 内 ， 则 由 G+1DCs+1)=f(~1)>0 与 (r- 1) 
G- 1)= 太 1) 盖 0 得 其 他 的 零点 也 在 (- 1,1) 内 。 故此 区 域 为 所 
求 。 
A-3。 设 有 h(7) ==7x? ~ x 与 K(z) =z' 一 2z?， 所 求 的 点 即 肖 数 
gz,2) = (T+ Yt2) -Tt Yt 2 =h (rx) tk(2) 
在 由 立体 区 域 在 zz 一 平面 的 投影 所 得 的 区 域 上 的 极 大 与 极 小 
值 ， 其 坐标 7 与 z 都 在 50,11 内 。 由 求 导 数 得 知 h(7X) 在 T= 0 为 
0， 增 加 到 在 x。= (9/6) ”得 极 大 值 ， 然 后 减少 在 X= 1 时 为 
0。( 用 上 假设 0 二 a<6)。 同 样 k (2z) 在 2=0 为 0, 减少 到 在 2。 
= (6/c)'“- "得 极 小 值 ,然后 增加 在 z = 1 时 为 替 。 因 为 (1,z,) 
与 (7。 ,1) 不 在 9(7，2z》 的 定义 域内 ， 所 以 函数 ] 仅 在 《x，y,2) 
= 《zo，[1 一 x5]!*，0) 取 得 极 大 值 ， 而 仅 在 C0,[1 -2z01'， 
z，) 取得 极 小 值 。 
A-4 当 K>0 时 设 = 4k+2 则 
0=0"— 1=0t.1= (0 1)(0+1 + 1) 
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0=(02%+1 ~ 1)(0+ 1)(0%* -21+b2 .~ 0+1). 
因为 当 n>>2k+1 并 且 n>>2 时 ，6 是 1 的 n 次 原 根 ， 故 
(Ot1 1)(0+ 1) 二 0, 
因此 685--pb2 +0 2 一 二 0 一 0+1=0 (A) 
1=0~-0°+0 ~—...— 0 (1~0(0+0:+05+ .+01) 
(1—-0-1=0+0+...+01 (其 中 2k-1=(n- 4)/2) 
同 理由 (4)， 男 一 解 为 
(1—-0)"!=1+0*+04+4+...+028 
A-5。cC 的 管 案 是 V2/w ， 这 里 Ww 为 朗 司 基 yi1ys -yy1。 
下 而 要 证 明 它 是 一 个 常数 。 
设 c?=2k， 则 z?*/2 =kyi1y;。 微 分 两 次 得 
227 =k(y1Yys + YY1), 
2Z2” +(〔27) =k(yiY2 + Yeyt + 2Y1Ys) 
因为 ”Vi=fy1，ys 二 Jy,， 得 
Z2” + (C2) =2k(Cfy ys +t YiYys) 
= f(2ky1Yy2) + 2ky1Y3 
= f2? + 2kyiys 
现在 232”+ (22/)*=f2+2k2°yiys 
Zs27 +t RY Ys t YYy1) =f2 + Ak (yys)" 
2327 + RYYS ~ YY!) =f2 
232" ~ z= —k2(y ys — YYi) 
~ -kiw:= ~ cwW?/4, (1) 
因为 w/= (yys ~ YYy1) = YY -YY 
=YCfYys) ~ YlfYy1)=0 
故 w 是 一 个 常数 。 由 cw*/4=1 解 出 c=v2/w， 代 入 (1) 得 2” 
-fz= -2-* 即 2 +2 = fz2. 
A-6。 设 入 表示 通过 所 求 的 点 P, 与 P; 的 直线 ， 是 过 PF， 
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P,， 与 P, 的 平面 。H 是 和 ^ 与 x 的 交点 。 
设 v ,是 向 量 HP。,， 长 度 为 jv,|。 所 证 点 积 
d= PP,esP,P,;= (Vp — Vi) CV; 一 Di 
= VV; — UR Vi — Ua VF + VD (1) 
为 堆 ， 对 于 所 有 选 自 {1，2，3，4，5} 的 不 同 下 标 h ,KR,i，j 痢 成 
立 。 
因为 人 垂直 于 zx， 一 定 
VirU;=0 WhE{4,5},1E {1,2,3} (2) 
如 果 h,kE{4,5} 而 i,iE {1,2,3}。 由 (2〉 得 知 (1》 中 的 点 积 4 是 
零 。 如 果 hE1{4,5} 而 i,，jE {1,2,3} 由 (2) 得 (1)》 中 4 为 


d 一 VADi 一 VC 


=v(Vj;— vi) = HP,e PP,; (3) 
显然 当 且 仅 当 五 是 AP,P:P。 的 重心 (3) 的 d 为 零 。 由 (3)》 的 aq 等 
于 零 选 取 的 了 ， 得 
UsUs =UIVs =UIV, (4) 
现在 设 h，iE {4，5} k，jE {1,2,3}， 则 由 42》 有 
d=VUVj+ UVs (5) 


由 (4)， 若 v4vs = 二 一 0102，。(5) 的 所 有 d 将 为 零 。 由 人 PPP， 
是 锐角 三 角形 的 假设 ， 瑟 在 这 个 三 角形 内 ， 则 Pa， 
/~P:HP。,~P:HEP, 至 少 有 一 个 (实际 上 是 全 部 ) 一 定 是 印 角 。 
故而 (4) 的 几 个 相等 的 点 积 一 定 为 负 。 所 以 wkvs 一 定 为 正 。 这 
意味 着 P, 与 Ps 一 定 是 在 由 H 确 定 的 和 的 同一 条 半 直 线 上 ， 

下 面 给 定 P, 与 Ps 的 位 置 。 设 H 是 人 P,PsP, 的 垂 心 而 4 是 在 
H 垂 直 于 平面 Pi.P,P ;的 两 条 半 直 线 。 则 P。 可 以 是 M 上 的 使 得 
1v4| 既 非 零 又 非 ( 一 01*02) 的 任何 所 。 而 Ps 一 定 是 在 4 上 使 
得 jos|= 一 v1v2/1v4| 的 唯一 的 点 。 则 (1) 的 每 个 4 是 零 并 且 设 
有 三 个 P; 是 共 线 的 。 
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B-1。 答 案 是 4=7， 同 时 一 定 有 b= 三 5(mod7)， 
证 明 ， 子 群 草 必 包 含 4(3,8) 一 3C4, 一 1)=(0,35)， 4(5,4) 
一 5(4, 一 1)=(0,21)。 而 2(0,21) ~ (0,35) = (0,7)， 当 有 目 仅 当 
(1,6) 是 在 内，(0,7) 与 (1,5) 将 生成 了 H， 当 且 仅 当 8 = 306+74 
-1=42+7 与 4=50+7W， 存 在 整数 4，z 与 W 使 得 
(3,8)=3(1,0) +u(0,7),(4, ~1)=4(1,6) +v(0,7), 
(5,4)=5(1,0) + WO0,7)., 
由 于 0 =5+ 7k,， kK 为 任意 整数 ， 所 求 的 系数 kK，v，w 为 
U= -1-3Kk, v=~3—-4k W=-3~ 5K。 
只 要 令 k=0, 并 且 注 意 到 (1,5)= (4,-1)- (3,8)+2(0,7) 是 在 
HH 内。 
B-2。 设 Zadi=d，S 是 半径 为 '>d/2 的 球面 , 它 的 面积 包含 
在 板块 5; 内 的 部 分 不 大 于 2xd;， 因 此 5 的 面积 ， 包 含 在 板块 $5; 的 
并 集 内 的 部 分 不 大 于 2xzd<4zrr = (S 的 面积 )。 所 以 有 S 的 点 不 在 
任何 板块 内 。 
B-3。 在 Sf = (a1+ a,+… 二 qn)* 的 展开 式 内 ，5; 的 每 项 以 
KI 为 系数 ， 且 别 的 系数 非 久 ,所 以 Ss/St 志 1/k1 。 
各 令 每 个 49; 1， 则 


Se _ /TY /ys nn 1)n~-k+1) 
= ) /m= Rm 


- 直 ( 人 二 


当 K 一 定 而 ”趋向 无 穷 大 时 ， 上 式 趋 于 1/KI 故 证 得 上 和 确 办 Mi 是 
1/K1， 

B-4。 介 。 因 映射 (Z,) 一 (X,Yy) 是 单位 图 在 它 自 身上 
面 的 一 个 辣 胚 映射 。 子 和 集 B 的 补 集 ~ B 也 是 闭 的 , 如 果 有 这 样 的 
B 存在 将 使 C 为 不 相交 的 非 空 闭 和子 集 的 并 集 - 8B8UB, 与 4 是 连 

* 451 。 


通 的 事实 矛盾。 
B-5。 因 为 /。(z) = zt/k1， 容 易 用 数学 归纳 法 证 明 
hk-0 


1,(z)= Ck'zh/k1)。 则 因为 所 有 的 项 为 正 ， 有 


fl QTR 名 
人 nl em 
SS er 

一 一 一 -一 上 _ ee， 
7 Fo Fl 


B-6。 丙 部 分 呈 用 下 冯 不 等 式 证 对 于 (i)， 有 
nts, (+ D+ (lt3) t+ (1+ C1/n)) 
tS 

> A+D(L+ 1) + /nm)) 


= 2:3 名 nt 1)/n= (+ 1)1* , 


故 得 hn 一 S, >>n(n+ 1 
对 于 (ii) ， 有 


(1- 了 了 ) + (1- 二 )+ “+ (1 ~ (1/n)) 
n-l1 | n-l 


> (1-5)(1-3) (1 C1/m)) 


nh—S, 


rt 1 pl/n—l) 
= 一 nl nn 一 也 
| en/ 
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故 得 n -SS >n 1m ， 
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上 午 试题 


A-1。P 是 射线 OA 与 08B 为 边 的 角 的 内 点 。 置 点 X 于 0O4 上 ， 
点 7Y 于 OB 上 ， 使 得 线段 XY 含有 P， 并 使 得 积 (PX)CPY) 最 小 。 

A-2。 设 PKz,yD) =228+2 Q(z,Yy)=X* 二 XY+Y* ,对 于 
R=1，2，3，… 设 P(X,y)= (T+ TG (CT,Y) = (T+ 
Vy)*+ 人 + 有 G,=20Q,F,=3P, G,=2Q:,F,=5PQ, G,=30° 
+ 3P*"。 求 证 对 于 每 个 hn 或 者 PF, 或 者 G, 都 可 以 表示 为 一 个 整 系数 
P 与 的 多 项 式 。 / 

A-3。 求 方程 |p"~gq'| = 1 的 所 有 整数 解 ， 这 里 Pp.4 为 素数 
而 r、s 是 大 于 1 的 正 整数 。 证 明 没 有 别 的 解 。 

A-4。 设 r 是 P(X)=x?+ax:+ bz -1= 0 的 根 ， 而 r+1 是 yi 
+cy*+dy+1=0 的 根 ， 式 中 4，56，c 与 4 是 整数 。 又 设 PCX) 在 
有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 。 示 示 P(z)= 0 的 另 一 根 ? 为 不 显 含 c、2， 
< 或 d 的 7 的 函数 。 

A-5。 在 (z,2) 平 面 内 ， 如 果 民 是 在 凸 多 边 形 内 及 其 上 的 一 
个 集 ， 设 DCz, 引 是 从 (7x,y) 到 R 的 最 近 的 点 的 距离 。 

(i 证 明 存 在 不 依赖 于 R 的 常数 4”，2，c 使 得 


| | e-Dis idcqdqy=a+pL+c4。 


这 里 L 是 R 的 周 长 而 A 是 R 的 面积 ， 
(ii) 求 4、2、c 的 值 。 


es。 4#53。 


A-6。 设 (7X) 是 一 个 对 所 有 实数 ?有 定义 的 二 次 连续 可 微 
的 实 值 函数 ,上 且 对 于 所 有 的 zx,|fCz)| 专 1, 又 (fC0))? + (fC00)》? 
=4。 求 证 存在 一 个 实数 x,，， 使 得 f(x,)+/”(zo)=0, 


下 午 试题 


B14. 计算 im 志 允 ([ 如]-2|[%]). 

答案 用 loga ~ 5 的 形式 表示 。 这 里 4 与 5 为 正 整 数 。 

B-2。 设 G 是 一 个 由 元 素 4 与 妃 生 成 的 群 ， 即 G 的 每 个 元 素 
能 写 为 一 个 有 限 的 “ 字 码 ”4"、B"*、 Am,，,…B™“， 其 中 n,， 
为 任意 辊 数 . 并 且 A'=B*=1,，A*=B'=ABA-1B=1， 
4:s1B 关 1。(i G 有 多 少 元 素 形 为 c:? 这 里 c 在 G 内 。 (ii) 写 
出 每 个 4 与 于 的 “ 字 码 ”的 二 次 宪 。 

B--3。 有 mn 个 事件 4 ,…，4,。 其 中 每 个 事件 发 生 的 概率 至 
少 是 1 4a， 这 里 a<1/4。 又 设 当 |i~ 诈 汪 >1 时 ，4; 与 4; 彼此 独 
立 。 然 而 4; 与 4i 1 可 互 依 。 设 正 实数 WW，K=0,1,… ,由 递 推 式 
Utri = 一 AW Wo=1 Wi=1~a 所 定义 。 求证 , 所 有 A! ,…， 
A, 全 发 生 的 概率 至 少 是 4,， 

B-.4。 对 于 在 椭圆 上 的 一 点 P, 设 d 是 从 椭圆 的 中 心 到 在 P 扣 
的 切线 的 距离 。 证 明 当 P 在 椭圆 上 变动 时 ， (PF,)(PF,)qd? 是 常 
数 ， 这 里 PF 与 PF, 是 从 P 到 椭圆 的 焦 皮 与 F; 的 距离 ， 


B-s. 计算 C1 ()(z-k)" 
一心 


B-6。 设 0CN) 为 N 的 所 有 正 整 数 因 子 的 和 其 中 包含 1 与 N 
自身 )， 例 如 Pp 是 一 个 素数 ， 则 0(p)=p+ 1。 当 0 (CN)=2N+1 称 
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正 整数 N 为 拟 完全 的 。 证 明 每 个 拟 完全 数 是 一 个 奇数 的 平方 。 


解答 


全-1。 设 1 是 ~408 的 角 平 分 线 ， 和 是 过 了 点 ! 的 垂 线 ,将 与 
04、08B 的 交点 分 别 选 为 X 与 Y。 据 此 OX=OY。 并 且 有 圆 荆 切 
0A 于 X 切 08 于 Y, 设 志 了 ,是 另 一 含 P 点 的 线段 ,X, 与 了 :分别 在 
04、0OB 上 ,， 设 X: 与 了 :是 XiY: 与 IF 的 交点 。 因 为 (PX)*(PY) = 
(PX,)(PY,)， 显 然 (PX,)(CPY,) 小 于 《PX1)(PY,)。 故 (PX)。 
《PY) 为 最 小 . 

A-2。 容 易 验证 

(T+U= r+) QO+ r+" :SP 

TX" = 724 OO- 《Ia 一 +y"*)P 
将 两 式 相 减 或 相 加 ， 得 

F,= OF,.,+PG,_:s, G,=0QG,.,+PF,.s (R) 
再 利用 已 知 的 G;:，Ps，G4,，PF,，G 与 (R)， 按 完全 归纳 法 即 
可 证 得 所 求 绪 有 果 。 

A-3。 我 们 证 明 仅 有 一 解 由 3? -2?=1 得 出 ， 即 (p,r ,4,s) 
= (3,2,2,3) 或 (2,3,3,2)。 

显然 p 或 4 总 有 一 为 2。 设 9= 2， 则 ?是 一 个 奇 素 数 ， 有 Br +1 
= 2:， 当 "是 奇数 , 则 (pr 二 1)/(p 土 是 奇数 .1 'Tp +P” 车 
pr +1。 因 为 r>1 它 大 于 1。 因 2 没有 这 样 的 因子 ， 得 了 矛 
后 。 

当 r 是 一 个 偶数 2+， 则 Pr +1= 2”， 导 致 

2*= (p+1= (2n+1):+1=4n° + 4n+2 
那 是 不 可 能 的 .因为 对 于 s 汪 >1 有 4|2: 与 4 霜 (4n” + 4n+2)。 Xr= 
2t 与 D1=2: 导 致 (p97? 一 1=(2n+1)?~1=4n?+4n=4n(nt 
。 455。 


1) = 2 因为 5 或 4+ 1 为 麻 数 。 这 仅 当 n=1，s=3, r=2 时 是 可 能 
的 。 

A-4。 一 个 答案 是 s= -~ 1/Gr+1)， 另 一 个 答案 是 ?= - (rt+ 
1)/r= ~ 1- (1/r)。 因 为 P(X) 是 不 可 约 的 ， 所 以 M(x) = P(z- 
17 亦 不 可 约 。 故 M(z) 是 有 理 数 域 上 以 r+ 1 为 零点 的 唯一 的 首 一 
三 次 多 项 式 。 即 M(xX) =2Z +ez:2+cdz+ 1。 如 果 P 的 零点 是 r,s， 
t 则 M 的 零点 是 r+ 1，s+1，t+1。 在 P 与 M 内 x' 的 系数 分 别 为 
一 1 与 1。 得 rst=1，Cr+1)(s+1)(t+1)=~-1。 则 

st=1/r 
st+t=(S+1)(t+1)~— st-1 
=—1/(r+1)-1/r-1 
= — (r+3r+1)/rCr+ 1) 
数 s 为 ?+[CG?+37+1)/rCr+1)jzx+ (1/r)=0 的 两 根 之 一 。 由 
公式 得 :是 一 1/《(r+ 1) 或 - (r+ 1)/r。 

A-5。 下 面 将 证 明 a= 2z，D= 1，c=]1 用 开 S] 表 示 e “207 
在 域 $ 的 积分 。 因 为 在 R 上 Drzr,y) =0，ILRj=A。 令 0 是 R 的 一 
边 ，s 是 0 的 长 度 而 SC0) 是 平面 的 点 组 成 的 一 个 半 条 形 ， 这 些 点 
与 R 的 最 近 点 在 9 上 变 到 (ww,v) 坐 标 ，u 平 行 于 0 而 v 疏 直 于 0。 得 


I[S(0)]= | [ evidodu 一 


故 关 于 有 R 的 所 有 边 的 积分 的 和 了 ,是 了 。 
如 果 " 是 R 的 一 个 顶点 ， 则 以 z 作 为 R 的 最 近 点 的 那些 点 , 位 
于 一 个 角 T(o) 的 内 部 ， 此 角 的 两 条 边界 是 从 z 发 出 的 两 条 射线 ， 
它们 分 别 垂直 于 在 ou 点 相交 的 两 条 边 . 设 c= cx(z) 是 这 个 角 的 量 ， 
用 极 坐标 有 
ITT(v)]= | | re-rde 一 多 
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ITTCv)] 关 于 R 的 所 有 顶点 的 和 三 ,是 2x。 则 原来 的 二 重 积分 等 
于 这 :+1+A=2X+L+ A， 因此 6G=2Xx, b=1=c, 

A-6。 设 G(x)=[f(z)1?+[f (x)]?.H(z)=f(7) + fC7). 
因为 H 连 线 , 只 要 证 明日 改变 符号 就 可 得 证 了 。 即 假定 对 于 所 有 
的 z，H(7z) 汪 0 或 者 H(x) 一 0 会 得 出 了 矛盾 。 

因为 |f(0)| 志 1，G(0) =4, 故 或 者 fC(0) 之 VV 3 或 者 /7(0) 
-VV 3。 现在 讨论 对 于 所 有 xz，H(x)>>0 并 且 f'(0) 宝 VV 3 的 
情形 。 其 他 的 情形 类 似 。 

假定 满足 F/(z)<1 的 正 数 z 的 集合 S 非 空 ， 又 设 9 是 S 的 最 大 
下 界 ， 则 由 /"(0)2w 了 及 F(z) 的 连续 性 得 9>0。 对 于 0 委 z 并 
g 有 f(x) 宇 0 及 H(x) 宇 0 导致 , 


GC9) =4+ C1/2)| fH?) + wz)]dz3a4 


因为 |fC(9)| 志 1 得 1'(9) 之 v3。 则 由 f(z) 的 连续 性 ， 有 一 个 
Ga>>0， 使 得 对 于 0 和 z<9g+ a 有 f‘(x) 之 1。 与 9 的 定义 矛盾 。 所 
以 S 是 空 的 、 现 在 对 于 所 有 的 z 有 f‘(x) 之 1 而 得 f(x) 是 无 界 的 。 


与 |f(x)| 过 1 矛盾 ,矛盾 说 明 H(2) 一 定 改变 符号 ， 故 对 某 个 实 


Zo 有 下 (zo)=0。 
B-1。 下 面 证 明 4=4，50 =1。 设 1(*)=[2/7]~2[1/z]。 则 


所 求 的 极限 等 于 | fCz)dr。 对 于 n=1, 2，… 在 2/(24+1)<z< 
1/n 上 f(x)=0。 在 1/(n+ <x<2/(2n+1) 上 f(x)=1。 故 


2 3 
L(+ (s+ 
: = -1+2(1- 末 + 于-…) 
2 一 工 十 2| dz/C1+ 7) 


”人 


一 一 1+2in2=ln4- 1 
B-2。 答 案 (i)8; (ii)1l, A’:, B, B’:, B:, B+, Bs, B', 
因 汶 B=(B8*)*，B? (B85)?*,B5=(B)?*， 故 (二 i) 的 管 案 中 的 元 
素 G 内 所 有 的 二 次 短 它 们 彼此 互 异 ,这 是 因为 B 有 7 阶 而 4 有 4 阶 ，。 
为 了 证 肖 没 有 别 的 二 次 究 ， 首 先 注意 到 由 ABA"1B=1 得 AB= 
3 4。 则 
4B:-=(B-14)B=B-I(4B)=B-I(B-14)= 了 -2A 
同 理 对 于 为 外 有 {0,1,…,6} 内 的 x，AB"=B-"4 央 而 对 于 所 有 
的 整数 x， 此 式 亦 成 立 。 故 得 
CP) (BiAN) (BIAt) = BA: 
这 里 w=i+ (一 1) 半 ，v=j+k。 于 是 形 为 BiA4 1! 的 元 素 的 集合 5S 对 
乘法 封闭 。 因 为 ?与 ) 满 足 0 委 i 和 和 8，0 芝 ji 生 3，S 有 限 , 故 S$ 是 一 个 
群 。 从 而 得 S=G。 那 么 从 (P) 得 G 内 的 二 次 大 为 B*A",w=i《l+ 
(一 1)) v=2j。 如果 j 为 奇数 4 二 0 ov 二 2Cmod4)，。 如 果 j 为 侦 
数 v 三 0C(mod4)。 所 以 除 上 述 列 出 的 以 外 ， 无 其 他 平方 数 。 
B-3。 当 n 之 5 结论 不 成 立 ， 除 非 假 设 A; 与 4A,, A,，.…A;-， 
《3 委 i 委 0) 的 合 取 是 独立 的 。 
当 n=5 有 下 面 的 反例 。 设 h= 33/37，K=1/(64+h)。Ah; 发 
生 的 情况 在 下 表 的 第 一 行 。 设 P(4;) 是 下 裘 中 第 二 行 对 应 4; 的 
数字 的 和 。 
AlA,A,A。 
12K 
A,A,A,A, 
| 12K 


A, |AA,A,A,.1A,A,A,A,A, 
3k 6K 7K 
,AAA A,A,A,A, 
6k 9k 
A,A,A,|A,A,A, 
3k 3K 
则 每 一 个 PCA;) 是 49k 而 对 于 所 有 的 i，11i~1>>1) 有 了 P(A; 信 
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4:4sAs 
3K 


4i)= 37K。 因 为 (49k) 一 37K， 原 先 的 无 关 的 假设 成 立 。 园 时 
P(4i)=I-9， 这 里 ae= (15+ jpD)K<174。 然 而 对 于 任 意 的 4 去 
1/4， 有 比 之 7/64。 并 且 P(A 人 4A, 人 人 As 人 人 4, 人 人 A,) =7K< 
7/64. 
B-4。 设 P=(7x,y)， 椭 圆 的 方程 为 
bz:+a?y: 二 a:b? 这 里 a 二 b>>0， 
则 P,=(-c，0) F,=(c，0) 其 中 c?* =4?~0?、 设 r,=PF,， 
rz 三 PFR,， 则 7r, +r;=24。 并 且 


rir, 一 (二 )LC +ra) 一 六 一 7r3] 
一 (3)[L40’ ~ (TX+0) :~Yy*- (rT-c)*~-y] 


nl m2 2 A2 Ln2 2 _ ,m2 2 
=—24:—72— yi- i=a +0:-7 -yy, 


过 椭 图 上 P 点 的 切线 上 一 上 (w,0) 满 足 


wm ydv 
一 六 十 2 一 , 
可 化 为 ucos9 + vsin6 = 二 d， 得 
J 04D4 


但 是 64z2 + 482 一 52(a202 一 0282)+G2(G2b2 一 bx)y=ab!e 
(a: +0 -rx yy) = orr,, Mdirr, = at0trr, /abr, = 
a*b? 为 常数 . 

B-s。 因 为 它 是 一 个 次 首 一 多 项 式 x" 的 n 阶 差分 ， 放 和 数 
是 nl 

B-6。 设 N=2'p, ps pa“*， 这 里 4 与 B 是 非 负 整数 。 并 
且 P 是 不 同 的 奇 素数 ， 则 

O(N)=0(2°, Op DO0CP eeD。 


* 429。 


AR Eo ' 


因为 CCN) = 2N + 1 是 奇数 ， 得 05(pi ) 是 奇数 1 委 ji 委 K。 当 且 仅 
当 记 是 偶数 时 ， 
op ) =14 Pit DI + e+ 

是 奇数 ,因为 车 Bi 为 奇数 ,右边 是 偶数 个 的 奇数 的 和 ， 为 偶数 。 
推 得 NN 的 奇数 部 分 一 定 是 一 平方 数 ， 

N=2"M? a>0 (1) 
这 里 对 是 奇数 ， 剩 下 是 证 明 x = 0， 

因为 是 拟 完 全 数 ，cCGCVN) =2 +1M?+1， 然 而 从 (1) 推出 

ICN)=0(2")0(M2) = (2+1~1)oM:)。 所 以 2"*'M?+1= 
《2"+! ~1)oCM*)。 得 

M’:+1=0(C(mod2°+! -1) (2) 
如 果 a 二 0，2"+!~1 三 3Cmod4)。 所 以 2“+! ~ 1 有 一 素 因 子 P 夺 3 
(mod4)。 册 方程 (2) 得 

M’: +1=0 (mod Pp) (3) 
但 因为 三 3Cmod4)，~ 1 是 一 个 措 p 二 次 非 剩余 数 ，(3) 是 不 可 
能 的 ， 故 4 = 0。 
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上 午 试题 


A-1， 考 虑 所 有 与 曲线 y= 2z4+ 7zs+ 3z ~5 交 于 四 个 不 同 
局 (Ti 1)(i= 1,2,3,4) 的 直线 。 证 明 
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1 1 1- 
TV 2z 


A-2。 求 出 方程 组 /Xx+y+z=Ww， 
| 1 
W 
的 所 有 实数 解 +,y,z,w，。 
A-3。 设 w，j 和 g 是 对 所 有 实数 x 均 有 定义 的 函数 ， 且 满足 
条 件 


e+ D+ Df 和 g(r). 
试用 /和 9 来 表示 &(z)。 
A-4。 设 0<xz<<1, 试 将 一 7 表 为 Z 的 有 理 函 数 。 


A-s。 证 明 (my)=(9) oo (mod p) 


对 所 有 整数 ?，a 和 65 成立， 这 里 p>>0 为 一 素数 ，4 之 5 二 0. 
A-6， 设 f(z,y) 在 域 $:={z,y):0 志 ?1,0<y1} 上 连续 ,对 

任意 (a,8) ES， 设 S(a,6) 是 以 (a,b) 为 中 心 且 全 含 于 5 内 且 各 边 

与 5 的 边 平行 的 最 大 正方 形 .车 总 有 | f(z,y)drdy =0， 问 


f(z,y) 在 S 上 人 恒 等 于 零 罗 人 


下 午 试题 


1 一 1 


B-1., 求 无 穷 乘 积 了 和 入 n+1° 


B-2. 2 给 定 一 吓 四 边 形 ABCD 和 不 在 4BCD 平 面 上 的 一 反 
0。 试 分 别 在 直线 OA4，0O08B，OC 和 OD 上 找 出 点 4/，B/,《’ 和 
D7， 使 得 47B7C7D “为 一 平行 四 边 形 。 

B-3。 考 虑 正 无 理 数 的 一 个 有 序 的 三 数组 (zi1，z:，7zs)， 这 
里 z, +X，+Xs = 二 1， 车 每 个 Xi 过 1/2， 则 这 个 三 数组 称 为 “ 平 
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痊 ” 的 。 如 果 一 个 三 数组 不 平衡 ， 比 如 >1/2， 则 进行 如 下 的 
“平衡 调整 ” B(xz,，7X2，Xs)= (Xi1，Xs，Xs)， 其 中 若 1 网 
Xi 二 27i;， 而 ?i = 2 ~1。 如 果 新 的 三 数组 仍 不 平衡 ， 则 对 它 
再 进行 平衡 调整 。 试 问 连 续 经 过 有 限 次 平衡 调整 后 是 否 总 能 得 
到 一 个 平衡 的 三 数组 ? 

B-4。 设 C 是 平面 内 一 条 自身 不 相交 的 连续 闭 曲 线 ， 又 设 Q 
是 C 内 的 一 点 。 试 证 在 C 上 存在 点 P ,和 P, ,使 得 Q 是 线段 P,P, 的 
中 把 。 

B-5。 设 Cc:，a:，…， (>>1) 均 为 实数 ， 且 

A+ Bai<iT(E) 。 
证 明 对 于 1<i<j<n 有 A<24i0. 

B-6。 设 H 是 群 G 的 具有 h 个 元 素 的 一 个 子 群 . 又 设 G 有 一 个 
元 素 a， 使 得 对 于 所 有 的 EH， 成 立 恒等式 (xa) ”=1, 在 G 内 ， 
设 ? 是 所 有 乘积 ziazyaG…zna 所 成 的 子 集 ， 这 里 pn 为 正 整 数 ，ziE 
H。(a)》 证 明 P 是 一 个 有 限 集合 。(2) 证 明 P 的 元 素 事 实 上 不 多 
于 3h 个 。 


解答 


A-1。 设 直线 y=mz+ 25 交 曲 线 于 四 点 。 则 Yi 是 方程 22“+ 
773 +(3 一 tm)z 一 (5+b)=0 的 根 ， 它 们 的 和 为 ~7/2, 从 而 它们 
的 算术 平均 值 (三 2X1) /4 为 ~7/8， 与 直线 自身 无 关 ， 

A-2。 我 们 证 明 w 必 等 于 +，y，z 中 的 一 个 ， 而 且 留 下 的 两 
个 未 知 数 必 然 互 为 相反 数 。 令 ;=X+y 及 p=xy。 则 由 已 知 方程 


组 可 推出 w ~z=s 及 
SsS T+y L111 1,_2~W_. 3 
p XY YY fF Ww 2 2zV 2W 


于 是 由 3/p= 5/《( 一 2w) 又 推 知 或 者 = 0， 或 者 D= ~ zw。 如 果 s= 
0， 则 有 y= -Xz 及 w=z。 如 果 一 2w=7 了 =xy， 则 2 与 w 是 二 次 
方程 T* ~ sT+p= 0 的 根 ， 而 这 个 方程 朋 根 + 和 y， 这 就 表明 或 者 
有 w=X 及 -2=y， 或 者 有 W=y 及 -2=X. 
A-3。 我 们 证 明 ， 用 f 和 9g 来 表示 w(x) 的 式 子 有 无 数 多 个 ， 
其 中 较 简 单 的 几 个 如 
UT)=97) ~ fTt 3 +f Tt + ~1) /7-3) 

= ~ 9X+2)+fL+5) ~ /r+3)+f/r+1)+/(r—1) 

=gr+4) ~ EFT FLEE -r+3)+f(r+1)., 
设 E 是 关于 通 数 4 的 位 移 算 子 ， 由 EA(X) =ACzT+1) 定 义 。 则 已 
给 条 件 为 (E+ Ew(z)=2f(x) 和 (E“ +E “)u(x)=29(7), 于 
是 有 (E? + wx)=2Ef(7) 及 (B+1)u(x)=2E“g(x)。 因 为 
E? + 1 与 妃 : + 是 孔 的 互 素 多 项 式 ， 故 可 求 得 


1= (E+D- (EE+E- DE’+1), 


WD) = (E + Du(z) -3 _E:+E:-1). 


(CE? + 1)u(2), 
Wr) = Eg(7x) ~ (E" -E+E’ ~ 1)bE1(7), 
W(X)= Eig(r) + (EI +E -E+E)(2), 
U(x)=g973+4) -fr+7) +f r+ -f+3) +t /f(r+1)., 
其 他 表示 式 则 可 册 
gD = ~ gy~ 2 + (y+3)+fy -5) 
= gy+2) +fYy + 85) +f - 3) 


得 到 。 
A-4， 因 为 1z|<1， 故 当 N->ce 时 有 
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了 
A-5。 众所周知，(，) 三 0Cmodp) 对 i=1,2,…,p~1 戌 立 ， 


或 者 等 价 地 ， 在 Zs[?] 内 (1+zx)?*=1+ zx? 成 立 ， 这 里 Z, 是 对 于 模 
2 的 整数 域 。 于 是 在 Ze[z] 内 有 


p 
> ( ) 如 一 (1+ xD) 名 一 [(1 +72) =[1 + 2 


k= 


因为 在 等 式 袜 (大 js- 加 ())" 


中 同 次 医 的 系数 必 对 于 模 p 同 余 ， 所 以 在 Ze[z] 内 对 D= 0,1，…， 
4 成 立 


CO)=(D)omm， 


A-6。 对 于 在 S 内 的 (a，6)， 令 1(a,b) 是 矩形 0 委 z 委 ca, 0 到 
y<b 上 的 二 重 积分 [f(z,y)dzdy。 又 由 Ca,5) 归纳 地 定义 一 个 


序列 (a,，6,) 如 下 ， 901=4，b1=b， 当 0<<0, 志 gs 时 Qs41 = Gn 一 
0,，pD。 =D 当 0 和 ca,<0 时 ac:=a， pi=b -ada。 则 从 此 
规定 可 知 对 于 所 有 rn 都 有 1(a,0)=1(a,。68,)。 因 为 在 S 上 f/f 有 界 
Hlima, =0= 1imb,, 所 以 对 S$ 内 的 所 有 (a,5) 都 得 到 I(4,65) = 0。 


“464 。 


如 果 AKz, 角 在 $ 内 不 恒 为 零 ， 则 在 某 个 矩形 R= {Cz 9)， 
c<z<d，h<y<k} 上 f 必 为 正 (或 负 ) 值 ,因而 1= | f(x,ydzdy 


RR 
也 必 为 正 (或 负 ) 值 。 但 这 与 
=Ih,k) ~Ih,d) -1c,k)+ICc,a)=0 


相 政 慎 。 所 以 /在 S$ 上 恒 为 零 。 


Tl i Ee 3”—1 cl | 


B- 一 a 
' n+1l keL2s+1 3°+1 ks+1 


f= 多 
1:7 .213 .3°21 Ch — 1) (ks +k + 1) ] 


=lim| 
3:3 47 5*:13 (Kk+1)(Ck’:~k+]1) 


一 oo 


k* 十 大 十 

-lim| 3 FG 3 

B-2。 设 0/ 是 平面 4A0C 与 BOD 的 交 线 上 不 同 于 O 的 任 一 扩 ， 
例如 O/ 可 以 是 直线 AC 与 BD 的 交点 。 设 A' 是 言 线 0A 与 过 0 人 上 
平行 于 OC 的 直线 的 交点 , 设 C/ 是 直线 OC 与 过 0/ 且 平行 于 O04 的 
直线 的 交点 ， 则 04707C 为 一 平行 四 边 形 , 且 其 对 角 线 00 人 与 
47C7 在 点 M 互 相 平分 。 用 同样 方法 选取 了 与 D7 , 可 得 平行 四 边 
形 08’O/D’， 上 且 其 对 角 线 00 和 与 8'D 人 也 互相 平分 于 线段 007 
的 中 点 M。 所 以 线段 A4'C/ 与 B'D/ 互 相 平 分 于 态 M，4'B'C/D/ 
是 一 平行 四 边 形 (这 种 平行 四 边 形 不 是 唯一 的 )。 
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B-3。 设 zi 二 Y 0425 arE{f0， 1 是 2 的 二 进 制 展开 式 。 
如 果 a11=a;1=0,1=0， 则 三 数组 是 平衡 的 。 否 则 ， 恰 有 一 个 
1 使 ci 二 1]， 平衡 调整 将 导致 Z; 一 DE 经 任意 有 限 次 


平衡 调整 后 仍 不 平衡 的 一 个 三 数组 可 如 此 构造 ， 选 择 aj， 使 对 
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每 个 ij 在 cixiyasj 中 恰 有 一 个 等 于 1 ,同时 每 个 序列 ai ,ais ,… 
的 每 一 段 均 不 出 现 重复 ， 即 要 每 个 Zi 均 是 无 理 数 。 这 样 的 一 个 
解 为 

qa1j 二 1 当 且 仅 当 六 E {1,9,25,49，……}， 

asj 二 1 当 且 仅 当 jE {14,16,，36,64，…}， 

4sj=1 当 且 仅 当 jE€ 12,3,5,6,…}。 

B-4。 可 以 假定 8 = 0 为 原点 。 设 -~C 是 在 反射 P->-P 下 C 
的 象 。-C 是 又 一 条 围绕 0 的 连续 闭 曲 线 ， 且 CN -C 关 中 ,因为 
它们 有 相同 的 直径 且 都 围绕 0( 因 此 两 者 都 不 能 在 对 方 之 外 部 )， 
设 P, ECN ~C、。 则 存在 P, EC, 使 得 P,= -P,、。 这 就 是 所 要 求 
的 两 点 。 

B-5。 由 柯 西 - 许 凡 尔 兹 不 等 式 ， 有 

[Ca +Gy)+Gasg+G 十 二 Qi [C17 二 1 二 二 17]. 
[Ca +GC) 二 43 二 十 G2] 
或 (za) :nn~-1)[(207)+2419,] 或 
[1/m~ D(a) <(207) +2414,., 
由 假设 ， 就 有 
A<~ (Tal)+— i (Fa)<- (Ka) + (Da?) 


n~—l 
+ 2010, = 2410,。 
类 似 地 可 知 对 ii<j<n 有 A 二 24;a;. 
B-6。 显 然 1 EH。 又 XE 1H 至 涵 x” EH。 则 由 假设 可 知 当 
ZE 五 时 有 c-1= 2 及 zazaza=1=2” az 4。 于 是 不 难 证 明 
(iaza=7x"la:rx ll, (ii)a:xa?=7x- 107 1 
令 A={zay: ,VEH}, B={rxa'y, ZTE) 
C={zaya: zyEH}, URYQ=AUBUC., 
4，B,C 中 每 一 个 至 多 有 及 个 元 素 ， 因 而 Q 人 至 多 有 3h 个 元 素 。 
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于 是 内 要 证 明 当 每 一 x?; EH 时 有 X147,0.…X.0E€9 就 行 了 。 这 可 
以 对 nn 用 归纳 法 来 证 明 ， 
当 n= 1 时， 有 X10=X14*1€ ACQ。 现 令 T1 ,TTi41 世 
H; xia7,Q"XAQ= 二 4，XZph+t1 三 及 qza 二 Pp, 假 设 9E 9 而 欲 证 PE Q， 
由 归纳 假设 可 知 4 在 4 ,8 或 (内 。 如 果 4= zaVEA, 则 利用 (ip 有 
p= (Xay)24= Xa(y2)a= 72(y2) a (2 ED3SQ， 
如 果 4 =za*yE B， 则 有 P=xa’yza ECSCQ。 如 果 q= xa*ya€C， 
则 利用 (2 和 (2 有 
p= xray(q2a) = xay(2 12z” 1) = ra:(y2 1)a 2! 
=7(y2"') a(y2 ') 2 EAcCO. 


第 三 十 九 届 (1978 年 12 月 2 日 ) 


上 午 试题 


A-1。 设 A 为 从 等 差 级 数 1,4,7,… ,100 中 任意 选取 20 个 相 
异 整数 所 成 之 集合 .证 明 在 4 中 必 有 两 个 相 蜡 整数 ,其 和 为 104。 

A-2。 设 a,6,P1,P;，… ,Ps 为 实数 ， 且 Ga 闵 0。 定义 /xz) = 
(Pi1 ~ 72) (ps -2Z)(ps -2z)…(p, 一 zz)。 证 明 


{Pia a a a a 
b pa a G a 
b b ps a a 
det |b bb pa a -2 2， 
Pi; G 
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A-3。 设 P(x)=2+4x+ 3T2 + 57Z8 十 324 十 425 十 229， 对 于 
适合 0<k<5 之 每 一 个 k， 定 义 
” ze 
n= | dr. 
问 对 应 于 哪 一 个 的 为 最 小 ? 
A~4。 在 集合 S 上 的 一 个 “ 旁 路 "(bypass) 运 算是 从 Sx5S 到 5S 
的 映射 ， 它 具有 下 价 性 质 ， 对 于 所 有 的 Ww,zx,y,zE5 均 有 
B(B(W,7X), Bl(y,2)) = BC(W,2) ， 
(qa) 者 是 一 个 汶 路 运算 , 证 明 由 BC(a,68) =c 可 得 BCc,c) = 
C。 
(5b) 车 B 是 一 个 旁 路 运算 , 证 明 由 Bla,6)=c 可 推 得 
B(a,7x)=B(c,x+) 对 于 所 有 的 XE 5 都 成 立 。 
《c) 对 于 有 限 集 合 S 上 的 旁 路 运算 B 作 一 表格， 使 得 B 具 有 
下 列 三 个 性 质 ，(〈i) ”B(x,7x)=7x 对 于 所 有 的 zES 都 成 立 。 
(ii) 在 S 中 存在 4 和 e， 使 得 BC(d,e)=d 志 e。(iii) 在 $ 中 存在 
f 和 9， 使 得 BC(f 9) 二/ 
A-5。 设 0<x; 过 7X,i=1,2,.'…,hn。 且 令 


四 壤 | 十 之 十 十 并 
n 


加 和 
、 Sin2i S1nX \" 
证 明 [一 于 <( 一 一 ) . 
mi Ti 二 


A-6。 给 定 平 面 上 1 个 相 异 把 。 证 明 其 中 距离 为 单 位 长 的 
点 对 少 于 20 “对 ， 


由 一 


下 午 试题 
B-1。 求 一 个 圆 内 接点 八 边 形 的 面积 ， 它 有 四 个 接连 边 的 
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长 篆 为 3 单位 ， 而 其 余 四 边 之 长 蕴 为 2 单位 。 管 案 要 以 1+sV 下 
之 形式 表示 ， 其 中 r+,s,t 篆 为 正 整 数 . 


B82. 将 DD mi 
表示 成 一 个 有 理 数 . 
B-3。 多 项 式 序 列 {Q,《7)} 定 义 为 
QT)=1+7X, Q,(7)=1+27, 
且 当 加之 1 时 ， 为 
Qn+iT)= un7) + m+ 1)TO,n-1(7), 
Qsyn:2T)= Onr iT) + m+ 1)70,.n(7), 
设 z 为 CQ,(z)=0 的 最 大 实数 解 。 证明 {zx,} 为 递 增 数 列 ， 上 且 
limzx, =0, 
B-4。 证 明 对 于 每 个 实数 N， 方 程 
TI +X + tT = TTT + iT t+ TXT + XT, 
有 一 解 x1 ,7,,7Xs ,7 都 是 大 于 NN 的 整数 ， 
B-5。 求 出 一 个 最 大 的 数 4， 使 得 存在 一 个 实 系数 多 项 式 
P(x)= Ars+Bri+C7r* +Dz+B, 
当 -1 和 xz 和 1 时 满足 0 和 上 (2) 过]1， 
B-6。 令 p 和 1 为 正 束 数 。 设 数 CoCR=1) 2 ,ns kK= 1,2， 
8) 满足 0 过 Co 和 1、 证 骨 
3 (St) <<2p 了 Co , 


其 中 求 和 是 对 于 所 有 可 能 的 数 对 来 进行 。 


解答 


A-1， 将 1 4,7，…100 分 成 18 个 不 相交 的 集合 如 下 ， 
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{1},{52},{4,100}, {7,.97},*…,{49,55}, 
则 从 1,4,7,…,100 中 任 取 20 个 整数 构成 4， 必 会 取 到 18 个 集合 
中 后 面 16 个 中 之 某 一 个 ， 因 此 4 中 必 有 一 对 整数 ,其 和 为 104。 

A-2。 令 M, 为 由 给 定 目 隆之 各 元 减 去 1 后 得 到 的 宇 阵 ,Ch 
为 M; 的 行列 式 。 不 难看 出 ,，G(t) 是 1 的 线性 函数 ,G(a) = f(a)， 
G(b)= f(b)。 再 利用 线性 插值 可 知 所 求 之 行列 式 GC0) 等 于 

bG(a) -~ aG (ob) bf(a) ~ af (6) 
b-a b-a " 

A-3。 当 -1<k<5 时 积分 收敛 ， 故 在 这 个 开 区 间 上 下 有 

定义 。 令 X=1/t， 则 


n=[. tt 0)= | 1 
pf o pt) 


由 算术 平均 数 宇 几何 平均 数 ， 知 


上 4 一 让 
A 7 EP 


于 + /2 | ee] 
故 ” 纪 = 2 -| p(x) ”Jo pl7) 


2 


即 当 k 二 2 时 ，I 为 最 小 。 / 
A-4。，(a) 考 虚 [w,2,y,2]=[a,6b,4,01]。 因 为 BC(a,0)=c， 
则 
Blec,c)= BC(B(Ca,6) ,BCa,b))= Bla,0)=0. 
(b) 考虑 [Ww,Xx,y,2j]=[a,b,7,7?]。 因 为 B(a,6)=c， 则 
BCC, B(x,7)) = BC(BCa, 6), BX,7)) = B(a,7), 
再 对 [w,x,y,z]jJ= [c,c,z,zZ] 应 用 (ac) 之 结果 ， 则 
BCC,B(x,7))=B(B(c,c),B(X,X)) =B(c,7), 
于 是 B(a,z)= BCe,2) 对 所 有 的 rE 5S 都 成 江 。 
(c》 设 1,J 分 别 为 有 多 于 一 个 元 素 的 有 限 集 合 ，S=ITXxJ， 
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用 

BCCG 放 ,ChK))7= (i,k) 
定义 运算 B， 则 B,S 满 足 性 质 (i), (ii), (iii)。 当 取 S= {4,6,c,d} 
或 取 S= {uo wz 3, 2) 时， 对 应 表格 如 下 : 


0 或 C pp 或 Cd 4d 或 UvU 威 出 或 2 
G 或 b a b 2 蕊 2 或 凤 4 U Ww 
cc 或 d ec dd TX 或 Uy 或 z 2 1 了 


A-5， 设 9g(7X)=1n[ (sinx)/x]= In(sinx) ~ lnzx, 因 为 当 X >0 
了 时 zZ>Sinz， 故 


OK(Z) 一 一 CSC” 灾 一 一 一 一 < 人 0，0<7Y<T 。 


Sin “并 


所 以 9(z) 的 图 形 向 下 四 ， 丁 此 
9 <<9 (一 之 一 ) = g(x), 
即 球 g(x) 志 ng(X)。 又 e* 为 增 函 数 ， 所 以 


全 
Sinzi _ oig (xi) Centx) EE). 
Ti 


A-6, 对 于 平面 上 的 点 集 {P1,… ,Ps}， 令 e; 表 示 与 记 相 距 为 
单位 长 的 点 Dj 的 个 数 。 则 相距 为 单位 长 的 点 对 芍 对 数 是 E= (e1 
+ 二 Ee1)/2。 设 Ci 表 以 pj 为 圆心 ,1 为 半径 的 圆 。 因 为 每 对 圆 至 


多 有 2 个 交点 ， 故 所 有 Ci 至 多 有 2( ，) = (4- 1) 个 交点 。 只 需 
讨论 每 一 e! 之 1 的 情形 就 够 了 . 

点 Di 作为 Ci 的 交点 出 现 (2 ) 次 ,因此 

nn- D>2(%)= Eeei~1)/2>(1/2 Ee ~ 1 (4) 
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(4) 中 及 下 面 的 工 都 是 对 于 i=1,2,… ,hn 来 求 和 和 。 由 柯 西 一 许 
瓦尔 兹 不 等 式 及 (4) 得 知 

[Zlei—1)] <[Lo1lZo (ei-1) <n.2n(n -1)<2ons 。 
于 是 2(ei-1)<w 2m73/2， 所 以 

已 =( 了 了 ei)/2 过 (8 21 7) /2<on 2, 

B-1。 一 个 圆 内 接 八 边 形 ， 如 果 它 的 边 分 别 为 3 单位 长 与 2 
单位 长 相 闻 出现 ， 则 它 的 面积 与 所 求 的 八 边 形 面 积 相等 。 这 个 
新 八 边 形 的 每 一 内 角 均 为 3r/4。 现 将 长 为 3 单位 的 边 向 两 端 各 
延 什 v 2 单位 ， 则 得 到 一 个 边 长 为 3+ 2Y 2 单位 的 正方 形 。 换 
言 之 ， 在 八 边 形 的 长 为 2 单位 的 边 各 加 上 一 个 腰 长 为 2 单 位 
的 等 腰 直 角 三 角形 ， 便 可 得 到 上 述 的 正方 形 。 因 此 ， 所 求 八 边 
形 之 面积 为 

(3+2 2)2~(4V 20oV 2/2)=13+12w 2 ， 

另 解 ， 设 1 为 圆 之 半径 ,< 和 8 分 别 是 长 为 3 和 2 之 粥 所 对 图 心 

角 的 一 半 。 则 8a + 88=2x， 从 而 B= (Xz/4) 一 a。 又 
3 cosa ~ sing 


， 1 zt 
= SING, 一 一 Sin SINn(—— —a 
27 ” 7 A= 人 ) = 9 


ED 
故 ctge=(3+2V 2)/3=[(3+2w 2)/2]/(3/2)。 因 此 圆心 与 
长 为 3 之 弱 相 距 为 h= (3+2w 2 )/2， 辣 理 圆心 与 长 为 2 之 弦 相 
蝶 为 h, = (2+3w 2 )/2。 所 以 八 边 形 之 面积 为 
A(3hs +2h)/2= (9+6V 2)+(4+6V 2)=13+12V 2 。 
B-2。 令 5 为 所 求 之 和 、 则 


1 
$= 51 i571:(t m -i 


1 


e 47L， 


- 过 (全 -二 [0- 寺 全 -二 小 


1 1 1 ] 1 
SS = 1 ] | 十 -一 十 4 aa 
(3 ara) mlt tinra kK k+l 
和 | 


1 \| 
(ttt 天 二 1) - il 1+ 本 +， “二 
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故 S$= 71/4， 
B-3。 显 然 ，z, = -1，z;= -二 利用 归纳 法 容易 证 出 


当 z 之 0 时 每 个 @, 都 为 正 数 . 因 此 ， 若 2,(z) = 0 有 解 ， 则 zx,<0。 

由 归纳 假设 ，z:<zz<…<zan-1<<Zar。 故 当 z>>zan-l 时 
有 @:-1(Cz)>>0。 特 别 有 @:-i(Cza>>0。 因 此 

OntiT2n) = OanCT2m) + (m+ 1 Ts nO 2 1 Tm) 
= (m+1)TmnQ2n-1(T2n) < 0, 

所 以 存在 X= Xomt 1 之 Xm 使 得 02m4 1(7) ==0. 同 理 可 找到 7X0n ;之 
Tmtie 

令 a= 一 1/Cm +1)。 利 用 Q,《7) 的 递 推定 义 可 得 

Qum: 2 Ca) = On ~ Quon) = ~ Qn-1(9), 
因此 ，@:nrz(a》 和 @av-i()》 中 至 少 有 一 个 为 非 正 数 。 所 以 
Xom+ 2 之 或 ?om- 1 之 96, 但 无 论 那 种 情形 都 导致 m4 2 宇 一 1/(m+ 
1 和 Xom4s 宇 一 1/(m+1)。 由 此 得 知 对 所 有 目 然 数 nn 成 并 ~ 2/n 


Ti 之 0， 疏 limx, =0，。 


B-4。 显 然 (1,1,1,1) 是 一 个 解 。 固 定 x:，7，， Xs， 则 原 式 
为 x 的 一 个 二 次 式 。 车 ?4 为 此 二 次 式 的 一 个 解 , 则 Xs。 人 =X17X, 十 
Zi2s +T2Z27s 一 2 在 zt,/ 夺 24 时 给 出 一 个 新 解 ,因为 原 式 关于 XY 1， 
rz,,Xs ,Ts 是 对 称 的 ， 所 以 x4 /中 之 7; 可 以 任意 置换 。 故 可 设 z4 么 
1 一 mingz ,Xs,Xs)， 党 又 设 Xj; 宇 1， 则 ZX/ 宇 3m? 一 m>>m。 这 
表明 ， 从 解 (1,1,1,1) 开 始 ,通过 运用 上 述 程 序 就 可 得 到 一 个 解 
(zi zy za)， 其 中 每 个 Zi 都 大 于 。 

B-5。 如 果 知 道 下 述 绪论， 在 满足 条 件 -1 世故 2 么 1， 
~1 夺 X 志 1 的 所 有 四 次 多 项 式 1 (x) 中 ，, 切 比 雪夫 多 项 式 C (XY) = 
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87+ -8z:+1= cos(4Arccosz) 具有 最 大 的 首 项 系数 。 则 了 芭 
P(z)= [C,(z) +1]/2， 就 知 4 的 最 大 值 为 4。 

如 果 不 知 道 这 个 结论 ， 先 令 Q(X) = [PCz) +ET 212， 
则 原来 的 条 件 可 改写 为 

0 入 C@(z)=A4zZ +CZ + 了 和 1， 一 1 和 2 扫 1。 
令 T?=y， 则 化 为 

0O<R(y)= Ay: +Cy + EE1l, 0<y<1, 
仿 y= (2z +1)/2, Sz2) = REC +1)/2), 则 为 

0 委 S(z)=(414)z2+Fz+G， 一 1 委 z 入 1。 
对 于 T(z)= [SCz)+SC- 2z)]/2， 得 到 

0<(4A/4)z2 + GSE1, -1<2<1, 
再 令 z: =W， 最 后 得 到 

0<(4/4)m +G 生 1， 0<we<l. 

显然 ， 当 G=0， 即 当 

T(z)=2’, RC(Y)= (2y~1)’, QC(7)=47 -47 +1 
时 ， 得 出 4 的 最 大 值 为 4。 


B-6, Sas= (BCs, )/h. 显然 0 委 0 之 D。 对 nn 用 归纳 法 ， 
可 以 证 明 原 命题 的 等 价 命题 
(5 0 ) <2p 5 (Cha), 


事实 上 ， 当 = 1 时 ， 显 然 成 立 :2 和 pai 委 2pa。 设 命题 当 # = 
m 时 成 立 。 则 


(Dai) = (3 a;) + 2an4 1 之 01 + Onur 
h=1 hn- hml1 
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<2p > (has) + 20:1D1 + 2pao 1 


h=-i 


<2p| (m+1)anti+ > Chan) | 
h=-l 


附 十 了 


一 2p > (has), 


hae1 


即 命题 当 n=m+ 1 时 也 成 立 。 证 毕 。 
第 四 十 届 (1979 年 12 月 1 日 》 


凸 午 试题 
A-1。 求 出 正 整 数 n 及 a1!，a,，…，a; 的 值 ， 使 得 


G1+d,+'*'+4a,= 1979, 
且 乘 积 914，…4; 为 最 大 ， 
A-2。 建 立 常数 所 应 满足 的 充 要 条 件 , 使 得 存在 一 连续 实 
函数 (7)， 对 于 所 有 实数 7 均 成 立 1( 了 (x)) = kz 
A-3。 设 z:，za，xzs，… 是 非 零 实 数 序列 ， 并 且 满 足 


Xx 
,一 一 一 "二 2 “一 一 和 n= 3， 4， p， ne 
LXn-2 Tn-1 


建立 关于 7X1 及 7, 的 充 要 条 件 ， 使 得 对 于 R 的 无 穷 多 个 值 ,x, 为 整 


数 ， 

A-4。 设 A 为 平面 上 2n 个 点 构成 的 集合 ， 其 中 任意 三 点 不 
共 线 。 现 将 n 点 涂 红色 ,nm 点 涂 蓝 色 。 试 证 明 或 否定 ， 可 找到 两 
两 不 共 点 的 n 条 直线 段 ， 其 中 每 条 线段 的 二 端点 均 为 4 中 异 色 


° 476 * 


A-5。 用 [z] 表 示 不 超过 xz 的 最 大 整数 ， 用 S(z) 表示 序列 
[zj，[2z]，L3z],，…。 证 明 方 程 z ~ 10z + 297x 一 25=0 有 相 蜡 
二 实 根 a 与 8B， 使 得 SCa) 与 SC8) 的 交集 中 有 无 穷 多 个 正 整数 ， 

A-6。 设 0 和 pi 委 1，1= 1，2，…， n。 证 明 可 有 xX, 0 过 zx 委 1， 
满足 


1 1 1 1 
之 Ep <8n(1+t +t +t ). 


0 2n—]1 


下 午 试 题 


B-1。 证 明 或 否定 ， 至 少 存在 有 一 条 和 直线， 既是 y= coshzx 
的 图 形 在 某 太 (49，cosha) 的 法 线 ， 也 是 y= sinpz 的 图 形 在 某 氮 
《c，sinhc) 的 法 线 , (所 亩 图形 在 其 某 点 的 法 线 ,， 即 为 垂直 于 该 
点 的 切线 的 直线 。 又 coshz= (e+e-”)/2，Sinphz = (6 ~ 
e™*)/2.) 

B-2、 设 0 二 a 二 5。、 试 求 


lim{ | Coz + a(1- ode} 


的 值 。 (答案 除 加 ， 减 ， 滋 , 除 和 指数 外 ， 不 许 涉及 其 他 运算 ,) 
B-3。 设 F 是 有 mm 个 〈m 为 奇数 ) 元 素 的 有 限 域 ， 设 p(XY) = 
x?+bx+c，b,cEP 是 F 上 的 不 可 约 ( 即 不 可 分 解 因 式 ) 多 项 式 。 
问 有 多 少 个 F 中 的 元 素 k 可 使 P(X) +K 在 5 上 为 不 可 约 ? 
B-4。 《4a》 找 出 齐 次 线性 微分 方程 
(372 + X~ 1)Yy” ~ (97 + 97~ 2)y +(187+ 3)y=0 
不 恒 等 于 等 的 一 个 解 (车 能 猜 出 解 的 形式 ， 会 有 所 帮助 )。 
(5b) 设 y=f(x) 是 非 齐 次 微分 方程 
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(372 + HX— 1) 只- (92 二 92 一 2)27 + (187r + 3)Y 
一 6(67+ 1) 

之 解 ， 且 0)=1，(F(-1)-2)(C1)- 6)=1。 试 求 出 整数 
a，b，c， 使 得 (jf( 一 2) 一 a)(f(2)~ 5)= c。 

B-s。 设 C 是 平面 上 的 团 凸 集 ，C 除了 包含 (0，0) 外 不 包 
含 其 他 坐标 为 整数 的 点 ;又 设 C 分 布 在 四 个 象限 中 的 面积 相等 ， 
试 证 C 之 面积 4A(C) 志 4 

B-6。 令 zi= 人 + 让 KK=1，2，…，。，, 其 中 Xi 和 yi 为 实数 ， 
i 二 VV-1， 用 1 表示 圭 V 2z? +2z?+.…+Z2 实 部 之 绝对 值 。、 证 明 


r 委 jz + ral+ .+ | 


解答 


A-I。 我 们 证 明 &= 660， 所 有 的 ai 除 一 个 等 于 2 外 ， 其 余 
的 均等 于 3。 因 为 用 2.3 代 替 5，3.3 代 替 6，3'4 代 蔡 7，…， 对 应 
的 科 积 增 大 ， 所 以 任 一 ac; 委 44 因为 2.4<3.3，2。2.2<3.3 ,所 
以 在 c; 中 不 会 同时 有 2 和 4 或 出 现 三 个 2 因为 4.4<<2.3"3, 所 以 
也 不 会 有 二 个 44 又 显然 6; 三 1。 故 a; 除 可 能 取 一 个 4 或 一 个 2 或 
二 个 2 外 ， 所 有 其 余 的 a; 均 为 3。 再 由 1979= 3'659+ 2， 知 4; 中 
只 有 一 个 2?， 并 且 n= 660. 

A-2。 我 们 证 明 充 要 条 件 是 k 二 0。 若 上 宇 0， 定 义 f(7)= 
AAKz3， 则 fCfCX))=kz*。 反之， 令 f(7) 为 满足 1(f (72)) = Ko 
之 连续 实 函 数 。 若 k 夺 0， 则 由 于 fCo)= (0) 一 > 1(f(4)) = 
f(f(0)) = 二 >ka? =kb? 一 >a=b, 故 ] 为 一 对 一 函数 ， 又 由 于 kx” 
为 映 成 函数 〈 即 从 实数 R 到 自身 上 的 函数 )， 故 对 任何 实数 值 i， 
存在 x 使 (f(x)) =t。 令 f(x) =y， 则 f(y) = 1， 故 /本身 亦 为 肌 
成 函数 。 由 假设 ，f 为 连续 函数 ， 故 ] 必 为 严格 单调 函数 ， 且 无 
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论 / 为 递增 函数 或 为 递减 函数 ，f(f(7)) 总 为 递增 甬 数 , 即 kz 为 
递增 阴 数 。 所 以 K>>0 (如 果 K<0， 则 kz 为 递减 函数 )。 
A-3， 首 先 用 归纳 法 证 明 下 式 成 立 ， 对 所 有 nn 宇 3， 有 
火 1 之 2 
(8 一 1)21 ~ (一 2)22 
当 n= 3 时 ， 由 已 给 条 件 ，zs=YZizz/(271 一 zz)， 故 (# ) 式 成 苹 ， 
假设 对 所 有 满足 kK 和 n(n 宇 3) 之 K 均 有 了 =TiZs/L(K- 1)zx,~ (Kk 


《*) 


， 


™ 2)X ;J, 出 
_1 ~ 2271~7T -2 __ 1 
网 n+ 1 Tn 1Cn 4 Tn 


2[(n~ 1x1— (nh~ 2)7,] 
Tir, 


_ (1n~ 2)7; ~ (nh— 3)7, 
尼 ! 炎 2 


_ hr ~ (Rh~ 1)7, ， 
Ts 
故 zZ+ 1 二 X172/[Lnz1 一 (nn--1)7x,]， 于 是 (* ) 式 得 证 ， 令 7, /TI 
=4， 则 由 (*) 式 得 到 
To 
”mn-)-n~2)a (~-ont+t(2a—1)° 
若 a 闪 1， 则 此 式 分 母 之 绝对 值 随 n 无 限 增 大 ， 因 z: 之 值 固定 , 故 
xu 不 可 能 对 无 限 多 之 1 鬼 为 整数 。 反 之 ， 若 aG=1， 则 Ze=zi 故 
若 z; 为 整数 ， 则 对 一 切 之 nyz" 均 为 整数 。 故 所 求 之 充 要 条 件 是 
对 某 个 整数 mL 有 X= 二 X=m.。 
A-4， 因 为 总 共 只 有 有 限 个 点 ， 故 将 红 点 与 蓝 扣 一 一 配对 
的 方法 也 只 有 有 限 个 (实际 为 n! 个 )， 对 每 个 配对 的 方法 PD， 
我 们 考 虐 所 得 到 的 n 个 线段 的 长 度 和 sCp)， 其 中 必然 有 某 个 
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SGP) 为 最 小 ， 假 设 在 p 中 有 线段 RB 和 RB' 相交 (此 处 R, R/ 表 
红 扣 ，B，B/ 表 蓝 扣 )， 则 将 此 二 线段 用 RB/ 和 RB 代替 。 由 于 
三 角形 任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ， 它 所 对 应 的 配对 方法 D/ 之 线 
有 段 长 度 和 s《p 必 较 5《D) 为 小 ， 这 是 矛盾 。 故 Pp 中 之 nn 条 线段 ,两 
两 不 相交 ， 
A-5。 令 /xz)=z3-10xc2+29z-~-25， 则 由 下 表 知 
7 1 2 3 5 8 


ea 


f(x)1-5 1 -1 -5 5 
f(x)=0 有 三 实 根 4，52，c 满 足 1 二 a<2，2<b<3,5<c<<6。 令 
N={1,2,° ,Nn},S1.=NMNSCa),S,=NNSC(C), Ss,= NN SCc), 
WIS,|=[Cn/a], |S,|=[n/6]， iSs|=[Ln/cjJ。 出 


， nn 天 1 
mms)+ [s+] = () 
1 I{ 六 

-ns 

-|S, NSs| -lssnsil， 
可 知 IS,NS,| + |S.NSs|+ 1S NS | 

1 {i nn 
>[ 5]+ [+s |". 人 

于 是 由 (1)，(2? 式 即 得 lim15,n S:|= oo ,或 im1S:nS:| = co， 
或 limis9ys 站 sl| = co。 若 假 定 lim155f9s| = c9， 则 lim|SCa) 中 
S(b)| = oo。 换言之 ，S$(ac) 与 9S(b) 的 交集 中 含有 无 穷 多 个 正 整 


数 。 
A-6、 对 k= 二 0，1，…，2n 一 1, 考 虑 2n 个 开 区 间 I%= (K/2n， 


(K+ 1)/2n)， 其 中 至 少 有 n 个 二 不 包含 任何 p;。 用 zi(j = 1，2， 
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…，) 表 这 些 区 间 的 中 点 。 令 |zi 一 P|=dijs 又 令 


B=8h(1+ 训 + 二 ++ + 


对 任何 国定 的 i，d;; 宇 1/4n 均 成 立 , 而 且 对 至 多 两 个 1,4;; 宇 3/4n 
不 成 立 ， 对 至 多 4 个 j，dij 宇 5/ 4 不 成 立 ， 等 等 。 于 是 不 难 证 明 


性 村 一 全 
1 4n 
_. =B,. 
之 dii <2 之 1+2h 


f= 1 h=—0 


WW 有 区 (也 十)- 忆 ( 


i j= 


] 
而 JS 


所 以 对 某 个 六 之 (1Mdi) 委 B 威 立 ， 故 选 这 个 ;所 对 应 之 zj 为 x 即 


可 
B-1。 假设 存 在 有 一 条 公共 法 线 ， 则 下 式 成 立 ， 


6 一 C ， 
~ pp Coho = sinha, (1) 


因为 coshce>0， 由 (1)7 知 Sinho>0， 故 co>>0。 若 as<c， 则 由 0<a 
<c 及 coshx 和 sinhzx 之 定义 得 sinha< 之 cosha 过 coshc, 此 与 (1) 了 蔬 
盾 ， 故 a 宇 c， 从 而 (1) 式 的 左边 二 0, 不 能 等 于 coshc，, 此 为 予 盾 ， 
故 所 求 之 公共 法 线 不 存在 。 

B-2。 令 =pr+aCl-z)5 则 


区 (Tt) -| [bx+ a(l— x) dt 


_ 1 b pj Dit+l1 atti 
-35|. Wdu = (1+ tO0-a)" 


[CIC]! /e103 /a 2 。 
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8-3， 令 r= (m1)/2。 我 们 证 明 有 r 个 fF 中 的 元 至 k 使 SCz) 
= p(X) +k 在 F 上 为 不 可 约 。 由 于 |F|=m 为 奇数 ，F 的 特征 值 二 
2，1+1=2 二 0, 故 h 二 2"'6EF，F 的 27+ 1 个 元 聚 可 表 为 0, fi， 
~ 了 ，…，fr， 一 了 :之 形式 ， 且 {0，f1，…，f77 为 fF 中 r+ 1 个 
相 异 平方 之 集合 。 因 为 
q(7)= (xX+h)*~(h*~c—k) 
在 F 上 为 不 可 约 当 且 仅 当 在 fF 中 4《z) 志 0， 即 当 且 仅 当 有 ~c -kK 
不 属于 F 中 r+ 1 个 相 异 平方 所 成 之 集合 ，F 中 去 掉 形 如 hc 
~ 的 r+ 1 个 元 素 后 还 余 7? 个 元 素 , 故 K 必 是 这 余下 的 r 个 元 素 中 
之 一 个 。 
B-4。(a) 尝试 形 如 e"* 之 特 解 ,可 知 y= e"” "为 齐 次 方程 之 
一 特 解 。 再 尝试 形 如 x +… 之 多 项 式 特 解 , 可 知 d==2,y=2 + 工 
为 方程 之 另 一 特 解 。 因 此 , 当 常 数 4h 和 Kk 中 至 少 有 一 个 不 为 等 时 ， 
任 一 线性 组 合 hes*+kCx? +z) 均 为 所 求 齐 次 方程 的 一 个 解 ， 
(5) 显然 ,y= 2 为 非 齐 次 方程 之 一 特 解 。 故 (7) 可 用 成 2+ 
he +k(x?+X) 的 形式 ， 由 于 
f(0)=—>2+h=1, h= -1—=>/(7)=2-e*+k(x" +2) 
—>/(~1)=2-e :及 f(1)=2-e +2k, 
故 (fC(-1) -2)(f(1)~6)=1=—> -~e (2+2k~e ~6)=1 
—>(2k-4)e =0—>k=2., 
因而 f(x2)=2~es*+2(7?+7), f(~-2)=6-e ", f(2)=14~ 
es， 故 车 令 4=6, b=14, c=1， 则 (f(~2) -0).(f(2) -0b)= 
c 显 然 满 足 。 
B-5。 如 果 直 线 L 与 C 相交 ， 而 工 的 某 一边 不 含 任何 上 中 之 
点 ， 则 称 荆 为 C 的 一 条 支撑 线 。 因 为 C 是 凸 集合 ， 故 通 过 《0 ,1) 
点 必 有 一 条 支撑 线 ， 令 其 斜率 为 nm。 车 m 宇 1/2 或 m 志 一 1/2, 则 
C 在 第 四 象限 中 之 部 分 面积 和 1。 故 可 以 假定 ~1/2<m<1/2， 
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对 于 通过 (1，0)，(0，- 1 和 (~ 1，0) 三 点 的 三 条 支撑 线 亦 可 
作 类 侯 假 是， 在 这 四 条 支撑 线 所 围 成 的 四 边 形 中 ， 至 少 有 一 个 
内 角 不 是 锐角 ， 不 妨 设 这 个 角 4 的 顶点 (1,k) 在 第 一 象限 。 则 由 
Q 宇 TX/2 可 知 h+k2， 从 而 可 知 C 在 第 一 象限 之 面积 所 1。 所 以 
A(C)<A4, 

B-6。 令 X= (zZ1，…，7)，Y= CY1，，Vr); 令 a+ bi 为 
23 +… 士 22 两 个 平方 根 中 的 任意 一 个 。 则 有 ab= XY=xy1+ 
“二 Yn 及 / 

a ~ b= |XI: -Y= C22 + 22) ~ CY + +Y:), 
由 柯 西 - 许 瓦 尔 效 不 等 式 得 1|al12|1 = [X.Y 了 | 寺中 Xj. Yl， 办 此， 
车 假定 lo > 上 XH， 则 151[ 志 1Yl， 从 而 由 oa?= 上 Xi? 下 Yl?+6? 
又 将 得 |a| 过 XI, 此 为 矛盾。 故 r= 1a| 志 上 XI。 而 IXl 所 (zx ,| 


+ +t ze)2， 所 以 r 和 17 + zs + + 13.1。 
第 四 十 一 届 (1980 年 12 月 6 日 ) 


上 午 试题 


A-1。 设 5 利 c 为 固定 实数 ， 设 (jb ,j=1,2,… ,10 是 抛物 
线 !y=2z2+ar+c 上 的 十 个 点 。 对 j)=1,2，…,9， 又 设 三 是 给 定 抛 
物 线 在 Cj,y) 和 Cj 二 1,Vj;1) 两 点 处 的 切线 的 交点 。 试 求 出 一 个 
最 低 次 的 多 项 式 函 数 y= gCx)， 使 得 它 的 图 形 经 过 所 有 的 九 个 
Rl 

A-2。 设 "与 $ 为 给 定 正 整数 。 设 由 四 个 正 整 数 作成 之 有 序 
四 数组 (9,6,c,9) 满 足 条 件 

3'o7’=1cm[La,b,cj=1lcm[La,b,dl=1cm[a,c,d] 


e dj} * 


=lcemrib ,c,d], 
试 导 出 计算 这 种 四 数组 的 个 数 的 公式 。 所 得 公式 应 是 7 与 的 一 
个 函数 。 
《注意 ， 记 号 Icem[z,y,z] 表 示 z,y,z 的 最 小 公 倍 数 ,) 


A 、 /2 dz 
A-3. 计算 积分 上。 于 人 57 


A-4。(a) 证 明 ， 存 在 不 全 为 零 的 三 个 整数 4,6,c, 其 中 每 
一 个 的 绝对 值 均 小 于 10"， 使 得 

la+bv 2 +cecv 3| <10!! 
咸 注 ， 

(b) 设 4,b,c 是 不 全 为 零 的 整数 ， 且 每 一 个 的 绝对 值 均 小 

于 10 。 试 证 
latbv 2 +cv 3|>10™°.,. 

A-5。 设 P(t) 是 一 非常 值 的 实 系数 多 项 式 。 证明 联 立方 程 

组 
0= | PCpDsin idt= | Pt)eostdt 
只 有 有 限 多 个 实数 解 。 

A-6。 设 C 是 区 间 0<z 乏 1 上 满足 1(0) = 0 和 (1) =1 的 所 有 
实 值 连续 可 微 函 数 / 所 组 成 的 函数 类 。 试 确定 一 个 最 大 的 实数 
w， 使 得 对 所 有 /EC 得 有 

“<| fC) -fx) dx, 


下 午 试题 


B-1。 对 于 哪 一 些 实数 c， 不 等 式 
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E+-e™ er 
对 所 有 实数 x 都 成 立 ? 
8-2， 设 5 是 由 三 维 空间 中 同时 满足 下 述 六 个 条 件 的 所 有 
点 (X,Yy,2) 作 成 的 立体 ， 


TY 过 0，1 之 0，2z 之 由 r+y+211, 
27+ 4y+ 32 委 36， 27 十 32 二 人。 
(a) 确定 S 的 顶点 数 v，(b》 确 定 5 的 校 数 e;(c) 设 (2,5,4) 
是 线性 函数 pz+ cy+ 2 在 $S 上 取得 其 极 大 值 的 一 个 点 。 试 在 5c 平 
面 内 画 出 由 点 (2,c) 作 成 的 集合 的 图 形 。 
B-3。 当 a 为 怎样 的 实数 时 ， 由 起 始 条 件 ke=a 及 网 推 式 
1 一 2 一 1 定义 之 序列 对 于 一 切 4 关 0 但 有 如 之 0? 
(答案 要 求 表 成 最 简单 的 形式 ,) 
B-4。 设 A,,A,,…,A,o6。6 均 是 有 限 集 X 的 子 集 , 生 |A;| 守 > 


|X|， 1 达 i<1066。 证 明 必 存在 XX 的 十 个 元 素 XY1，… ,X10， 合 


得 每 个 4i 至 少 含 有 zi:，…zio 中 的 一 个 元 素 ， 
《这 里 1S| 表 示 集 合 S 含 有 的 元 素 个 数 。) 

B--5。 对 每 一 1 宇 0， 设 $, 是 定义 在 闭 区 间 [0,1] 上 所 有 非 负 
的 ， 递 增 的 ， 辐 的 ， 连 续 的 实 值 函数 疙 z) 构 成 的 集合 ， 满 足 

fC1) ~ 27(2/3) + f(1/3) 宇 tf (2/3) 
2,(1/3) + fC(0)], 

要 使 5, 对 乘法 为 闭合 ， 试 确定 关于 1 的 充 要 条 件 。〈 所 谓 对 乘法 
闭合 是 指 若 f(x) E55,，g9(Cz) ES:， 则 其 乘积 1(X)9(7X) 也 £5i1, 又 
f(7) 为 是 通 数 的 充 要 条 件 是 fls4+ (1~5)v) 志 sf (uw)+ (1 
~5)fCv)， 其 中 0 专 s 志 1,) 

B-6。 设 d 和 nn 为 整数 ，1 志 dn, 定义 无 穷 有 理 数 列 GCa ,7) 
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加 下 ， 


G(1,n) = 一 ， G(d,n) = 和 六 Gld~1,i-1), d>1. 
imd 


若 1<dp，p 为 素数 ， 试 证 明 G(d,p)=s/t， 其 中 s 和 t 均 为 整 
数 ， 且 1 不 是 p 的 整 倍数 。〈 例 如 G4(3,5)=7/4， 其 分 母 4 不 是 5 
的 倍数 ,》 


解答 


A-1， 我 们 证 明 g(x) =z2+bz+ce-(1/4)。 容 易 看 出 ， 给 
定 抛物 线 在 点 Pi = (, 扩 ) 处 的 切线 方程 是 y= EL， 这 里 五 一 ( 纪 十 
pz- 产 +c。 联 立 求解 y= 石和 = 五: ， 梧 得 z= (2j +1)/2, 因 
而 在 I 处 有 j= (2z ~ 1)/2。， 把 j 的 这 一 表示 式 代 入 L; 即 得 出 g(x) 
的 上 述 形式 ，。 

A-2。 我 们 证 明 ， 计 算 四 数组 个 数 的 公式 为 (1+ 4r + 6r”) 
(1+4S+ 63*)，a,0,c,d 必 都 具有 形式 3"7"”， 其 中 mE 10,1,，…， 
r)，n€E {0,1,…,S}, 而 且 这 四 个 数 中 至 少 有 二 个 数 其 =rY， 又 
至 少 有 二 个 数 其 n=s。 因 为 对 所 有 四 个 数 都 取 m = 7 只 有 一 种 方 
法 ， 对 其 中 三 个 数 取 m=r, 一 个 数 取 m E{0,1,… FT 有 全 种 
方法 ， 对 其 中 二 个 数 取 下 =r， 二 个 数 取 了 Et0,1 一 1 有 
( 4)r*=6r* 种 方法 ， 所 以 m 的 容许 取 法 共有 1+ 4 + 6r* 种 。 同 
样 地 ，n 的 容许 取 法 共有 1+ 4s5+ 6s 种 。 故 得 欲 证 , 

A-3。 令 [表示 给 定 的 定 积分 , 记 w 2 =7,. 我 们 证 明 [= /4。 
利用 代 换 z= (xX/2)~u， 有 


-| ~du -人 tg"udu 
a/s1+ctgw o tgwtl1” 
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所 以 T= 和 /4 

A-4。(a) 设 5 是 由 10: “个 实数 r+sw 2 + tw 3 所 作成 的 
集合 ,其 中 7,s, 1E€ {0,1,…,10" ~1); 又 设 d=(1+V2+vV3) 
10 。 则 属于 3 的 每 一 个 z 都 属于 区 间 0 和 >z<dq。 把 这 个 区 间 分 成 
1013 一 1 个 “小 ”区 间 (K-T1)e 和 xz<ke, 此 处 e=Q7](C1013 一 工 )， 
k 取 值 1,2,…,10' ~1。 根 据 抽 民 原则 ，S 的 10! 个 数 中 必定 有 
两 个 数 属 于 同一 个 小 区 间 ， 它 们 之 差 s+pw 2 tcv 3 就 给 出 
所 要 求 的 三 个 整数 4, p, c。(b) 令 Fi=a+pw2+cw3， 令 
F, ,Fs ,FF ,为 形 如 a+tbwV 2 土 cwV 3 的 另外 三 数 。 利 用 w 2 利 
3 的 无 理性 以 及 a,b,c 不 全 为 零 这 一 事实 ， 易 证 已 均 不 为 堆 
(人 参看 第 十 五 局 竞赛 的 4-1 题 )。 又 易 看 出 乘积 了 = FiF:Fs:E, 为 
一 整数 。 因 此 |P| 宇 1。 由 于 对 每 一 i 有 |F;| 二 10"， 从 而 1/ 1F;| 
10"'"， 所 以 |F ,| 之 1/|1F,FsF, | 二 10 成立 。 

A-5。 令 Q=P 了 ~-P”+ PY 一 ,，。 利 用 累 次 分 部 积分 法 ,给 定 
的 联 立 方程 组 可 化 为 


| tysintdt = ~ Q(x)cosr + Q(x)Sinr + OQ(0)=0, 
0 


| Pe tycostdt = QCzx)sinz + DCz)eosr - QO(0)=0, 
0 


由 此 得 ”Q(x) = QC(0)sinr + Q(0)cosz, (E) 

因为 P 是 (因而 8 亦 是 )》 一 有 正 次 数 的 多 项 式 ， 且 (FE) 的 右边 有 
界 ， 所 以 方程 (E) 的 全 部 解 都 含 于 某 个 区 间 |z| 志 M 内 。 在 这 样 
的 一 个 区 间 内 ，PCzx)sinx 只 有 有 限 多 个 零 态 ， 由 多 尔 定 理 有 好 知 


人 epsinray = 0 的 零点 至 多 还 加 一 个 。 证 毕 ， 
A-6。 我 们 证 明 w =1/e。 因 为 f/f=(fe™*)/e: 及 7 之 0 时 
‘ 487， 


e* 之 1， 故 有 
| 7 -fidr=| Ie’erl dz>| (for) ds 


=[/fe™*]i=1/e, 
为 了 断定 1/e 是 最 大 下 界 ， 我 们 利用 如 下 定义 的 函数 六 Cz)， 
当 0 和 xz 和 0 时 请 (z) = (e/a)z, 
当 6C<z 委 1 时 jz)=e 。 
令 和 = ec /ca。 则 有 


1 4 
人 rp -fen ld lm mid 


=m (a- 4)=0"! (1- 2). 


当 c-> 0 时， 这 个 袁 示 式 趋 近 于 1/e， 函数 Ai(z)? 虽 无 连续 导数 ， 
但 可 以 磨 除 其 隅 角 ， 使 积分 值 的 变化 保持 为 任意 小 ， 这 即 表 明 
比 1/e 更 大 的 数 不 可 能 成 为 一 个 上 天。 

B-1。 所 给 不 等 式 当 且 仅 当 c 之 1/2 时 成 立 。 设 Cc 之 1/2， 轩 
为 (C20)1 宇 2"n1 m=0,1,…)， 故 对 一 切 X 有 


ee * 一 rT? 二 2 3 
一 < 0” /Ler 
2 之 [TS 之 2"n1 


ez a 本 (ez 十 e™*) 


0< ,0 7 
: 1 
《1 + CX + )- (1+37 十) 1 
= im 一 一 一 一 人 全， 
等 一 蜂 水 
所 以 Cc 之 1/2， 


,488 ， 


B-2。(a) v=7。 这 七 个 顶点 是 Vo。= (0,0,0)，V, = (11， 
0,0,), V,=(0,9,0), Vs=(0,0,8), V,=(0,3,8), Vs = (9, 
0,2), Ve=(4,7,0), 


© (2/3,4/3) 
5 
(1,1) 
了 b 
图 102 


(b) e=11。 这 十 一 条 楼 是 VV 1,，VoV,, VoVs,， V1Vs， 
VVe, VeVs, VoVe, Vi VaVs, VVs 和 VV, 

《c) 所 求 之 点 (b,c) 应 满足 条 件 b+c=2 及 2/3<b<1, 令 
L(X,Y,2) 二 bx+ cy+ 2。 因 为 L 是 线性 的 ， 点 (2,5,4) 在 棱 V ,V。 
上 , 所 以 IL 在 V ,和 V6 处 必 取 得 它 在 S 上 的 极 大 值 , 5 和 c 应 满足 的 
条 件 由 L(0,3,8)=L(4,7,0) 宇 L(x,y,2) 即 可 得 出 ， 这 里 (zx,y， 
z) 取 值 于 其 余 五 个 顶点 。 

B-3。 我 们 证 明 , 对 一 切 n 之 0 恒 有 ww, 二 0 的 充 要 条 件 是 4 之 3， 
设 AUs,==W,t1 Ww。 则 递 推 式 ( 即 差分 方程》 取得 形式 (1~ 
A)U,=n 。 因 为 为 一 多 项 式 ， 改 

Us= (1~A) n=(1+At+A T+)n 
—h +(2n+1)+2=n7+2n+3 
是 一 个 特 解 (可 用 代入 法 验证 )。 又 因为 v,=k。2" 是 连带 齐 次 差 
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分 方程 w,: 1 一 20= 0 之 解 ， 玖 二 ?十 241+ 3+K2' 为 全 解 ， 于 
是 所 要 求 的 满足 = 4 的 解 是 Ww, = 二 nn? + 2n+ 3+ 《a 一 3)2"。 由 于 
lim[2"/Cn? + 2n+3)]= +co， 如 果 o-3<<0， 则 对 充分 大 的 n， 


Ww, 将 为 负 ， 反之 ， 如 果 c -~ 3 宇 0， 显然 有 每 一 4 >0。 
男 一 方面 ， 因 为 wo。=4 和 w=246， 用 数学 归纳 法 便 能 证 明 


tC—1 


Ur=2"0— > 2"1-k?, n>2。 


因此 ， 对 n 宇 0 恒 有 wu 之 0 的 充 要 条 件 是 4>> 2-1- 忆 :成 立 ， 而 
骨 一 和 
a> 2-!-tk: 成 立 的 充 要 条 件 是 azzL 成 立 这 里 工 = 


2-!1-Mk:。 令 D=d/dr。 则 当 |z| <1 时 ， 有 


k=1 


(1-7X) 一 >, 4, 
kt -0 


Di~z)-1=(1-z)-a= 六 jai-1， 


一 1 


DO ~-2) ?=201 -72)" = > KGK 一 1)2 2 。 


设 g(z)= 2zs(1-7)-s+2Z3C1-2) 3。 则 工 =9(1/2)=3, 故 答案 
是 所 有 的 0 之 3。 

B-4。 如 果 |X| 二 10， 欲 证 之 结果 显然 不 真 。 因 此 假定 |X| 
送 10 或 者 4; 互 不 相同 ， 后 者 蕴涵 |X| 之 10，。 

设 和 = {21… ,Xnj，m= |XX|， 设 m; 是 使 得 ?iE€ hj 之 下 标的 
个 数 ， 设 N 是 使 得 ziE 4; 之 有 序 对 (i, 让 的 个 数 。 则 


。 490 * 


MY = + 十 ho A+++ 4oeej 
>1066(m/2) = 533m. 
所 以 必 有 一 个 Wii， 比如 说 4h 1,， 超 过 533， 

设 B,,…,B. 是 所 有 不 包含 ?1 的 子 集 4;， 设 Y= {xs ,7X,,"…， 
zm}j。 则 s 二 1066 ~n1 志 532, 且 每 一 |B;| 汪 1Y|/2。 含有 zx; 的 B; 的 
个 数 可 以 假定 不 少 于 含有 任 一 其 他 zi 的 Bj 的 个 数 。 设 C1,…，， 
(是 所 有 不 包含 ;的 万， 仿照 上 述 方法 ， 可 知 4 委 265。 

继续 采用 这 种 方法 。 则 第 4 次 所 考察 的 集合 序 列 DP,,，…， 
D, 中 所 合集 合 的 个 数 将 不 多 于 132。 第 5 次 至 第 10 次 所 考察 的 序 
列 中 所 含 集合 的 个 数 将 分 别 不 多 于 65,32,15,7,3 和 1, 这 样 我 们 
便 得 到 了 所 要 求 的 元 素 zi, ,Xx1。， 除 非 X 所 包含 的 元 素 少 于 
10 个 。 

B-5。 管 案 是 1 宇 f (或 0 万 1 过 1)。 两 个 非 负 、 递 增 、 连 续 
的 实 值 函 数 之 乘积 fg 仍 具有 相同 的 性 质 。 利 用 0a 所 c 和 0<6 
<d 草 涵 aod + bc 和 cg + cd， 又 可 证 明 当 f 和 9 为 凸 函数 时 ,f9 也 是 
凸 函 数 。 函 数 /Gz) = x 对 所 有 的 1 都 属于 51, 如 果 51 对 乘法 是 闭合 
的 ， 则 zx: 又 属于 S， 因 此 2/9=1- 2(4/9) + (1/9) 宇 t[4/9 一 
2(1/9)J=2t/9 或 1 之 t。 反 之 ， 当 1 之 1 时 ,通过 较 长 的 直接 计算 
可 验证 $; 是 闭合 的 ， 

B-6。 令 Fa(?)= 这 Gl(d,n)x*。 则 有 Fi(?)= 之 YA 及 


Fi(2) = DE . 找 出 两 边 x"! 的 系数 并 利用 nG(d,n) = dS Gd- 


Di), 可 以 看 出 F! (x)=dFa-1(2)F1 (7), 然后 用 归纳 法 便 得 
出 Fu(z)= [FE(z) 了 。 于 是 ， 对 于 1<d<p，Fe(z) 中 x? 的 系数 


Gdd ,四 与 | 立 sn ] 中 mr 的 系数 相等 ， 因 此 ，G(d,D) 一 sh 


其 中 s 和 1 为 整数 ， 且 it 是 小 于 Pp 之 素数 的 一 个 圈 积 ，。 
4 3 i : 可 请 921 
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